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1 Einleitung

Zu den schwierigsten und gleichzeitig spannendsten Fragestellungen der moder-
nen 6konomischen Theorie gehort es, ein theoretisches Erklarungsmodell fiir die
empirisch beobachteten Phinomene auf Finanzmérkten zu liefern. Dies gilt ins-
besondere fiir die Bildung und das dynamische Verhalten von Preisen auf Ak-
tienmérkten, die teilweise starken Schwankungen unterworfen sind, die sich aus

theoretischer Sicht bisher nur unzureichend erkliren lassen.

Ganz allgemein ldsst sich sagen, dass Aktienpreise iiber den Preismechanismus
aus den Anlageentscheidungen der Investoren auf dem Markt resultieren. Diese
ergeben sich aus einem individuellen Portefeuilleentscheidungsproblem, bei dem
insbesondere zukiinftige Kursentwicklungen mit beriicksichtigt werden miissen.
Da diese in der Regel zum Entscheidungszeitpunkt nicht bekannt sind, erfolgt die
Entscheidung unter Unsicherheit und auf der Basis von subjektiven Erwartungen.
Allgemein lésst sich somit festhalten, dass die beobachteten Preise entscheidend
von den Erwartungen der Marktteilnehmer bestimmt werden. Das Phénomen, bei
dem tatséchlich beobachtete Gréfien von den Erwartungen {iber ihren zukiinftigen
Verlauf abhéngen, wird allgemein als Erwartungsriickkopplung (engl.: ezpectati-
ons feedback) bezeichnet und ist eine charakteristische Eigenschaft 6konomischer
Systeme (vgl. Bbhm & Wenzelburger (1999)). Um also zunéchst die Preisbildung
auf Finanzmérkten zu erkldren, miissen zwei Dinge untersucht werden: Erstens,
wie die Investoren ihre Portefeuilleentscheidung in Abhéngigkeit von ihren sub-

jektiven Erwartungen treffen und, zweitens, wie der Preismechanismus aus den
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individuell geduflerten Nachfragen die Preise der Aktien bestimmt.

Um in einem weiteren Schritt die Dynamik der Preise zu erkldren, muss beriick-
sichtigt werden, wie die Marktteilnehmer ihre Erwartungen in Abhingigkeit von
den ihnen zur Verfiigung stehenden Informationen bilden und iiber die Zeit aufda-
tieren. Die in die Erwartungsbildung eingehenden Beobachtungen kénnen dabei
neben vergangenen Kursentwicklungen auch exogene Einfliisse wie gesamtwirt-
schaftliche Situation, politische Ereignisse, Unternehmensdaten, etc. umfassen.
Eine theoretische Beschreibung der Dynamik von Aktienpreisen muss also insbe-
sondere modellieren, welche Prognoseregeln die Investoren bei der Bildung ihrer
Erwartungen verwenden.

Mit diesen Erkenntnissen erscheint es sinnvoll, bei der Modellierung eines Finanz-

marktes in drei Schritte vorzugehen:

1. Betrachtung des individuellen Portefeuilleentscheidungsproblems fiir gege-
bene subjektive Erwartungen, dessen Losung zu einer gewiinschten Nach-

frage nach Wertpapieren fiihrt.

2. Modellierung des 6konomischen Preisbildungsgesetzes, das in jeder Han-
delsperiode die Preise und damit auch die nach dem Handel realisierten

Portefeuilles endogen aus den individuellen Nachfragen bestimmt.

3. Einbettung der ersten beiden Schritte in ein sequentielles Modell, das ins-
besondere die Aufdatierung der subjektiven Erwartungen in Form von ex-
plizit definierten Prognoseregeln iiber die Zeit beriicksichtigt und somit eine
explizite Beschreibung der Entwicklung von Preisen, Portefeuilles und Er-

wartungen liefert.

Trotz dieser strukturellen Zusammenhénge wird in der Literatur weitgehend dar-
auf verzichtet, alle drei genannten Schritte in die Modellierung eines Finanzmark-

tes mit einzubeziehen. So wird in den klassischen Arbeiten von Tobin (1958) und
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Markowitz (1952) zunéichst nur das individuelle Portefeuilleentscheidungsproblem
untersucht, ohne die Interaktion der Investoren auf dem Markt zu betrachten.
Im Rahmen des beriihmten Capital Asset Pricing Model (CAPM) (Sharpe (1964),
Lintner (1965) und Mossin (1966)) erfolgt die Betrachtung zwar im Rahmen eines
geschlossenen Finanzmarktmodells, jedoch ist das Modell statisch angelegt, d.h.
es wird nur eine einzige Zeitperiode betrachtet. Somit konnen keine Aussagen
iiber die zeitliche Entwicklung von Preisen, Portefeuilles, etc. gemacht werden.
Weiter beschriankt sich die Betrachtung auf den Fall homogener rationaler Er-
wartungen aller Investoren.

In Bohm, Deutscher & Wenzelburger (2000) wird erstmals ein sequentielles Fi-
nanzmarktmodell prisentiert, das alle drei oben genannten Modellierungsschritte
umfasst. Aufbauend darauf werden in den Arbeiten von B6hm & Chiarella (2000),
Wenzelburger (2001a), Tonn (2001) und Béhm & Wenzelburger (2002) die Annah-
men des CAPM aufgegriffen und im Rahmen eines sequentiellen Modells betrach-
tet. Weiter wird die Annahme homogener rationaler Erwartungen des klassischen
CAPM modifiziert, so dass die subjektiven Erwartungen der Investoren belie-
big modelliert werden konnen. Dabei gestattet es die explizite Formulierung des
okonomischen Preisbildungsgesetzes und der Prognoseregeln der Investoren, die
Auswirkungen alternativer (und insbesondere nicht-rationaler und heterogener)
Erwartungen auf die Dynamik von Preisen und Portefeuilles zu untersuchen.

In allen genannten Arbeiten wird bei der Betrachtung des individuellen Portefeuil-
leentscheidungsproblems eine einperiodige Sichtweise unterstellt. Dies impliziert,
dass sich das Entscheidungsproblem eines Investors auf die Wahl einer optimalen
Portefeuilleentscheidung reduziert, ohne dass zukiinftige Anlageentscheidungen
bei der Entscheidungsfindung beriicksichtigt werden. Eine unmittelbare Erweite-
rung der obigen Modelle, die in der vorliegenden Diplomarbeit betrachtet werden

soll, besteht somit darin, das individuelle Entscheidungsproblem auf einen mehr-
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periodigen Planungszeitraum zu erweitern, bei dem auch zukiinftige Anlageent-
scheidungen mit einbezogen werden.

Die allgemeine Form mehrperiodiger Entscheidungsprobleme unter Unsicherheit
wird beispielsweise in Grandmont (1982) und Grandmont & Hildenbrandt (1974)
betrachtet. Dabei beschriankt sich die Betrachtung jedoch auf einen dreiperiodigen
Planungszeitraum. In Pliska (1996) wird speziell das Portefeuilleentscheidungs-
problem fiir einen beliebigen endlichen Planungszeitraum betrachtet, dies jedoch
unter der Einschrinkung eines diskreten Zustandsraumes.

In der vorliegenden Arbeit werden die Ansiitze von Grandmont (1982) und Plis-
ka (1996) aufgegriffen und das Portefeuilleentscheidungsproblem fiir einen be-
liebigen endlichen Planungszeitraum untersucht. Die Annahme eines diskreten
Wahrscheinlichkeitsraumes wird dabei fallengelassen. Die Betrachtung erfolgt so-
wohl unter allgemeinen als auch den speziellen Annahmen des mehrperiodigen
CAPM (Stapleton & Subrahmanyam (1978)). Fiir beide Fille werden Bedingun-
gen formuliert, unter denen das Entscheidungsproblem zu einer wohldefinierten
Nachfrage nach Wertpapieren fiihrt.

Aufbauend auf den individuellen Nachfragen wird mit dem oben beschriebenen
dreistufigen Vorgehen die Preisbildung und -dynamik im Rahmen eines sequenti-
ellen Modells untersucht. Aufgrund der beschriebenen Zusammenhénge ist dazu
insbesondere eine Erweiterung der Prognoseregeln auf einen mehrperiodigen Pla-
nungszeitraum erforderlich, deren allgemeine Form in Wenzelburger (2001b) und
Bohm & Wenzelburger (2000) betrachtet wird. Diese werden wieder sowohl all-
gemein als auch fiir den speziellen Fall des mehrperiodigen CAPM untersucht.
Speziell wird fiir das dreiperiodige CAPM die Existenz einer Prognoseregel, die
unverzerrte Erwartungen generiert, betrachtet. Die Dynamik von Preisen und
Portefeuilles bei homogenen unverzerrten Erwartungen wird sowohl theoretisch

als auch mit Hilfe numerischer Simulationen untersucht.
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2 Das Allgemeine Mehrperiodi-
ge Modell

2.1 OLG-Struktur

Das folgende Kapitel stellt zunéchst den allgemeinen Rahmen des Finanzmarkt-
modells vor, das der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt. Anschlieend wird das
Portefeuilleentscheidungsproblem eines einzelnen Investors bei mehrperiodigem
Planungszeitraum betrachtet. Darauf aufbauend werden die individuellen Nach-
fragen nach Wertpapieren sowie die allgemeine Form der Preis- und Erwartungs-

bildung und -dynamik in dem Modell hergeleitet.

Betrachtet wird ein Finanzmarktmodell mit diskreter Zeit und {iberlappenden
Generationen (engl.: overlapping generations, OLG) von Investoren, die auf dem
Markt agieren. Zu Beginn jeder Periode ¢ € N tritt eine neue, junge Generation in
den Markt ein, die ihn am Ende der Periode ¢+ .J wieder verlédsst und somit .J+1
aufeinander folgende Perioden auf dem Markt handelt. In jeder Periode ¢ besteht
die Menge der Investoren somit aus J 4+ 1 Generationen. Jede Generation wird
dabei mit dem Index j € {0, 1, - -, J} identifiziert, der ihre Lebenserwartung, d.h.
die Anzahl der verbleibenden (zukiinftigen) Perioden bis zu ihrem Marktaustritt,
beschreibt. Speziell charakterisiert 7 = J die in ¢ junge Generation, die in der be-
trachteten Periode neu auf dem Markt erscheint, und j = 0 die alte Generation,

die am Ende der aktuellen Periode den Markt verléasst.
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Alle Generationen bestehen strukturell identisch aus I > 1 Typen von Investoren,
die sich beziiglich ihres Investitionsverhalten und ihrer individuellen Charakteri-
stika beliebig unterscheiden konnen. Ein Investor in einer beliebigen Periode ¢ € N

wird somit eindeutig durch den Doppelindex (i, j) beschrieben, der

e seinen Typ i € {1,..., I} innerhalb seiner Generation und

e seine Generation j € {0,1,...,J} und damit seine Lebenserwartung

identifiziert. Mit dieser Indizierung definiert T:= {1,..., 1} x{1,...,.J} die Men-
ge der handelnden Investoren in jeder Periode (ohne die alte Generation j = 0).

Die Struktur der Marktteilnehmer ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

Generation 7 = 1 2 e Jo e J
i() (2071) (2072) (ZU:]U) (ZOJJ)
Investoren Investor vom Typ ig Generation Junge
vom Typ ig aus Generation jo jo Generation

Abbildung 1: Die Investoren einer beliebigen Handelsperiode ¢.
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In der betrachteten Okonomie existiere ein Konsumgut, das als Numeraire fiir
alle Preise und Zahlungsstrome dient. Zu Beginn jeder Periode erhilt jeder junge
Investor (4,.J) € T eine exogen gegebene Anfangsausstattung e > 0 dieses Gu-
tes.! Es wird angenommen, dass die Investoren in den folgenden Perioden ihres
Lebens kein weiteres exogenes Einkommen erhalten und dass zwischen den Pe-
rioden kein Konsum stattfindet. Weiter wird unterstellt, dass die Konsumenten
iiber keine Technologie verfiigen, die es ihnen erlaubt, das Konsumgut selbst zu
lagern.

Das Problem eines beliebigen Investors vom Typ 7 besteht somit darin, sein An-
fangsvermogen e(?), das er zu Beginn seines Markteintrittes in Periode t € N als
junger Investor erhilt, in die Periode ¢+ .J zu transferieren, an deren Ende er den
Markt verldsst. Zu diesem Zweck existieren K + 1 Anlagemoglichkeiten in Form
von Wertpapieren, die einen intertemporalen Werttransfer ermoglichen und die
in jeder Periode gehandelt werden. Somit haben die Investoren die Moglichkeit,
in jeder Periode ihr Wertpapier-Portefeuille umzuschichten. Dies fiihrt fiir jeden
Marktteilnehmer auf ein mehrperiodiges Portefeuilleentscheidungsproblem, das

in den folgenden Abschnitten betrachtet wird.

! Es wird also zugelassen, dass die Anfangsausstattung eines jungen Investors von seinem Typ
1 abhingig ist, jedoch nicht, dass diese {iber die Zeit variiert, d.h. jeder junge Investor vom
Typ i erhilt die gleiche Anfangsausstattung.
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2.2 Selbstfinanzierende Handelsstrategien

Im Folgenden wird das Entscheidungsproblem eines einzelnen Investors (i,j) € I
in einer beliebigen Handelsperiode t = 0 betrachtet. Alle Entscheidungsvariablen
der folgenden Abschnitte beziehen sich dabei auf den betrachteten Investor, so
dass der Ubersichtlichkeit halber auf eine Indizierung verzichtet wird.

Geméf der oben gewidhlten Notation bezeichnet j > 0 den Planungshorizont des
Investors, d.h. die Periode, an deren Ende er den Markt verlésst, so dass die Men-
ge T ={0,1,...,7} seinen Planungszeitraum definiert. Die heutige Periode ¢t = 0
wird im Weiteren als Entscheidungsperiode, die zukiinftigen Periodent =1,...,7
des Planungszeitraumes als Planungsperioden bezeichnet. Alle Zeitindizierungen

der folgenden Abschnitte beziehen sich auf diesen fixierten Zeitrahmen.

In jeder Periode ¢ € T des Planungszeitraumes stehen dem Investor identische
Investitionsmoglichkeiten zur Verfiigung. Diese bestehen aus den Aktienanteilen
von K +1 Firmen mit Indexmenge K = {0,1,..., K'}. Die Aktien werden in jeder
Periode ¢ zu Preisen p; = (pgo), L ,pl(tK))T € P c RE*! gehandelt und liefern je
Aktie (vor dem Handel in ¢) eine Dividendenzahlung d, = (d\”, ..., d{"))T € D ¢
RX*!. Dabei soll im Rahmen der folgenden Betrachtung zunichst unterstellt wer-
den, dass die Aktienpreise samtlich strikt positiv und die Dividendenzahlungen
nicht-negativ sind, so dass fiir den Preisraum P = ]Rff und den Dividendenraum
D= ]RfJrl gilt. Dividendenertrag und Wiederverkaufserlos der Aktien werden fiir
jedes t in dem cum-dividend Preis ¢, := p; + d; zusammengefasst.

Im Rahmen einer kompakten Notation werden Preise und Dividendenzahlungen
fiir jede Periode t als Preis-Dividenden-Signal s; = (p],d] )" aus dem Signalraum

S = P x D geschrieben. Mit dem Signal s; sind damit insbesondere die ex- bzw.

cum-dividend Preise p; bzw. ¢; der Periode ¢t gegeben.
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In der Entscheidungsperiode ¢ = 0 besteht Unsicherheit beziiglich zukiinftiger
Signale sy, 59, . .., die als Zufallsvariablen betrachtet werden.? Es wird unterstellt,
dass der Investor den Signalprozess {s;};en als einen S-wertigen stochastischen
Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) betrachtet, der an eine Fil-
tration {F; };en adaptiert ist. Insbesondere bildet er zu Beginn der Entscheidungs-
periode Erwartungen beziiglich der entscheidungsrelevanten Signale s, ..., s;.

Weiter wird angenommen, dass der Investor seine Anlageentscheidung in ¢ = 0
vor der Beobachtung des Signals sy € S trifft. Die heutigen Preise und Dividen-
denzahlungen werden daher als Parameter p € P und d € D im Rahmen der

Entscheidungsfindung behandelt.

Fiir jedes t € T bezeichne der Vektor z, = (z\”,..., 2T € Z ¢ R¥*! das
Aktienportefeuille, das der Investor in Periode ¢ erwirbt und zu Beginn der Fol-
geperiode ¢+ 1 hilt, wobei z,gk) die Stiickzahl der Aktie k£ € K in dem Portefeuille
beschreibt. Die Menge Z definiert dabei den Raum der zuldssigen, d.h. theore-
tisch realisierbaren, Portefeuilles. Im Rahmen der folgenden Betrachtung sollen
negative Bestinde in Form von Leerverkdufen zunéchst ausgeschlossen werden,
so dass Z = RET! gesetzt wird. Mit Z, := Z\ {0} wird die Menge der zuliissigen
Portefeuilles, die einen echt positiven Bestand von mindestens einer Aktie ent-
halten, bezeichnet.

Zu Beginn der betrachteten Periode ¢ = 0 besitze der Investor ein Portefeuille
Z_1 € Z aus der Vorperiode. Der Ertrag dieses Portefeuilles, bestehend aus Divi-
dendenzahlungen und Wiederverkaufserlos, ist aufgrund der Annahmen an Preise

und Dividenden strikt positiv und parametrisch gegeben durch

w:=z"(p+d) =z"q>0. (2.1)

2 Zur notationellen Vereinfachung wird im Folgenden der Konvention gefolgt, fiir Zufallsva-
riable und ihre Realisation die gleiche Notation zu verwenden.
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Der Wert w kann als Vermdogen des Investors interpretiert werden, das in ¢ = 0

zur Reinvestition zur Verfiigung steht. Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 1 (Erreichbare Portefeuilleentscheidung)
Fiir ein gegebenes Portefeuille z_y € Z, aus der Vorperiode und parametrisch
gegebene Preise p € P und Dividenden d € D heifit eine Portefeuilleentscheidung

2o € Z in Periode t = 0 erreichbar oder finanzierbar, falls gilt
2 (p+d)— 2 p>0, (2.2)

d.h. falls der Ertrag des Portefeuilles aus der Vorperiode mindestens so grof ist

wie der in t = 0 reinvestierte Betrag.

Neben einer Portefeuilleentscheidung fiir die Entscheidungsperiode muss der In-
vestor bei seiner Entscheidungsfindung in ¢ = 0 auch die zukiinftigen Anlageent-
scheidungen des Planungszeitraumes beriicksichtigen. Dabei wird unterstellt, dass
die geplante Portefeuilleentscheidung fiir eine zukiinftige Periode bedingt wird auf
die bis dahin beobachtete Realisation von Preisen und Dividenden, iiber die in
der Entscheidungsperiode Unsicherheit besteht. Dies fiihrt auf den folgenden Be-
griff eines Portefeuilleplans.? In der folgenden Definition bezeichnet S* := [['_, S
das t-fache kartesische Produkt des Signalraumes S, dessen Elemente im Rahmen

einer kompakten Notation als s} = (s{,...,s;)" geschrieben werden.

Definition 2 (Portefeuilleplan) FEin Portefeuilleplan fir eine zukinftige Perio-
det e {l,...,5— 1} ist eine messbare* Funktion z; : 8" — Z, die die geplante
Portefeuilleentscheidung z(s}) der Periode t in Abhdingigkeit von den Signalen
S1,...,8; festlegt.

3 Vgl. Grandmont(1982) zur Definition eines Plans.

* Die Eigenschaft der Messbarkeit von Abbildungen zwischen messbaren Riumen bezieht sich
im Weiteren stets auf die zugehorigen Borel’schen o-Algebren.
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Es wird unterstellt, dass der Investor in ¢ = 0 eine Portefeuilleentscheidung trifft
und je einen Portefeuilleplan fiir die zukiinftigen Perioden t = 1,...,j5 — 1 des
Planungszeitraumes festlegt. Dies fiihrt auf den folgenden Begriff einer Handels-

strategie:

Definition 3 (Handelsstrategie)

Eine Handelsstrategie fir t = 0 ist eine Liste H = (2, 21(+), ..., 2-1()), die aus
einer Portefeuilleentscheidung zy fir t = 0 und je einem Portefeuilleplan z(+) fir
die zukiinftigen Perioden t = 1,...,7 — 1 des Planungszeitraumes besteht.> Die

Menge der Handelsstrategien in t = 0 wird mit By bezeichnet.

Da der Investor am Ende des Planungshorizontes den Markt verldsst, verkauft er
in t = j sein gesamtes Portefeuille, daher umfasst eine Handelsstrategie keinen
Portefeuilleplan fiir die letzte Periode des Planungszeitraumes.

Die Erreichbarkeit einer Handelsstrategie erfordert, dass die geplanten Portefeuil-
leentscheidungen fiir jede mogliche Realisation von Preisen und Dividenden fi-
nanzierbar sind. Da der Investor kein zusétzliches exogenes Einkommen erhilt,
muss in jedem Zeitpunkt der Ertrag des alten Portefeuilles aus der Vorperiode
ausreichen, um das neue Portefeuille zu finanzieren. Dies fiihrt auf die folgende

Definition einer erreichbaren Handelsstrategie:

Definition 4 (Erreichbare/Selbstfinanzierende Handelsstrategie)
Fiir ein gegebenes Portefeuille 2y € Z, und parametrische Preise p € P und
Dividenden d € D heifit eine Handelsstrategie H = (29, 21(:), ..., 2zj-1(-)) € %o

erreichbar oder finanzierbar, falls gilt:

® Pliska(1997) definiert eine Handelsstrategie als einen an eine Filtration {F;};cn adaptierten
stochastischen Prozess. Da ein Portefeuilleplan z;(-) fiir Periode ¢ gemifl der obigen Defini-
tion als messbare Funktion von hdchstens F;-messbaren Zufallsvariablen selbst F;-messbar
ist, ist diese Definition konsistent mit der obigen.
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(1) 2y ist eine erreichbare Portefeuilleentscheidung, d.h. Z7,(p + d) — zJ p > 0.

(2) In jedem Zeitpunkt t = 1,...,j — 1 gilt fiir jede Realisation st € S' mit

sp=(p),d")", n=1,...,t5
thl(Siil)T(pt +d;) — Zt(Si)Tpt > 0.

FEine Handelsstrategie heifst selbstfinanzierend, falls in (1) und (2) fir jeden Zeit-
punkt t =1,...,7 — 1 und jede Realisation s} € S' die Gleichheit gilt.

In dieser Arbeit sollen ausschliefilich selbstfinanzierende Handelsstrategien be-
trachtet werden, daher wird der Begriff Handelsstrategie im Weiteren synonym
fiir selbstfinanzierende Handelsstrategie verwendet. Die Menge der selbstfinanzie-
renden Handelsstrategien, die dem Investor in ¢ = 0 in Abhéngigkeit von dem
Portefeuille Z | € Z, der Vorperiode und den parametrisch gegebenen Preisen

p € P und Dividenden d € D zur Verfiigung stehen, wird mit
H(Z 1,p,d) = {H = (20,21(")s -+, 2j1(")) € %o | 21, (p+d) = 2 p,
2 (85 (pp 4+ dy) = 2(s) Tp, Vst e STt =1,...,5 — 1}

bezeichnet. Durch die Wahl einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie plant der
Investor, in jeder Periode des Planungszeitraumes den gesamten Ertrag des Por-
tefeuilles aus der Vorperiode zu reinvestieren. Dies impliziert, dass kein Einkom-
mensverbrauch in Form von Konsum vor der letzten Periode ¢t = j stattfindet.
Weiter sind die Ertrége der im Rahmen der Strategie geplanten Portefeuilles auf-
grund der Annahmen an Preise und Dividenden und dem Ausschluss von Leer-
verkéufen fiir jede mogliche Realisation der unsicheren Signale strikt positiv. Ein
Bankrottgehen des Investors im Rahmen einer gewéhlten selbstfinanzierenden

Handelsstrategie ist somit ausgeschlossen.

6 Im Rahmen eines kleinen Notationsmissbrauchs wird dabei z;(s}) = 2o fiir t = 0 gesetzt.
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2.3 Das mehrperiodige Portefeuilleentscheidungsproblem

Wie oben bereits erwidhnt, bildet der Investor zu Beginn der Periode ¢t = 0 Er-
wartungen beziiglich der entscheidungsrelevanten Signale sy, ..., s;. Diese Erwar-
tungen werden in der folgenden Annahme n#her charakterisiert. In diesem Zu-
sammenhang wird fiir einen beliebigen topologischen Raum E mit B(E) die von

den offenen Mengen erzeugte Borel’sche-o-Algebra auf E bezeichnet.

Annahme 2.1 Die Erwartungen des Investors in der Entscheidungsperiode t =
0 werden beschrieben durch ein subjektives Wahrscheinlichkeitsmaf v auf dem
Produktraum ( Z:l S, ®Z:1 B(S)), das eine subjektive gemeinsame Verteilung

der Zufallsvariablen s, ..., s; definiert.

Setzt man wieder S7 = {:1 S, so gilt aufgrund der Eigenschaften der Borel’schen
o-Algebra (vgl. Bauer (1991), S. 151) ®J_, B(S) = B(S7), daher wird der Pro-
duktraum im Folgenden kiirzer als (87, B(S7)) geschrieben.

Gegeben die Portefeuilleentscheidung z_; € Z, aus der Vorperiode und parame-
trische Preise p € P und Dividenden d € D definiert 57 (z_1,p, d) die Menge der
selbstfinanzierenden Handelsstrategien, die dem Investor in ¢ = 0 zur Verfiigung

stehen. Jede Wahl einer Strategie H = (20, 21(+), ..., 2j-1(-)) € H(Z_1,p,d) in-

J

duziert einen R, -wertigen stochastischen Prozess {W,(H, s}) ., mit

Wi(H,st) = z_i(s5) (p + dy), (2.3)

der die Entwicklung des Vermogens des Investors beschreibt. Das Vermogen zum
Zeitpunkt ¢ entspricht dabei dem Wert des im Rahmen der Strategie gehaltenen
Portefeuilles.

Insbesondere definiert jede Handelsstrategie H eine Zufallsvariable W;(H, s]) mit

Werten in dem Messraum (R, ., B(R,;.)), die das im Rahmen der gewihlten
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Strategie induzierte Endvermdgen des Investors am Ende des Planungshorizontes
beschreibt. Die Verteilung dieser Zufallsvariablen wird durch die subjektive Ver-
teilung v des Signalprozesses und die gewéhlte Strategie H bestimmt. Die folgende

Annahme beschreibt die Priferenzen des Investors iiber alternative Endvermogen.

Annahme 2.2 Die Priferenzen des Investors bzgl. des Endvermdgens werden

beschrieben durch eine von-Neumann-Morgenstern Nutzenfunktion
u:Riyy — R, Wr—u(W), (2.4)
die stetig und beschrinkt, streng monoton wachsend und streng konkav ist.

Im Folgenden wird unterstellt, dass der Investor in ¢ = 0 gegeben seine Erwar-
tungen v eine Handelsstrategie H € 7 (z_1,p,d) wihlt, die seinen subjektiven
Erwartungsnutzen des Endvermdégens maximiert. Das Entscheidungsproblem des

Investors in ¢ = 0 lasst sich somit formulieren als:

/sj u (W;(H, s{)) v(ds?)
max w.d.N. (2:5)
H = (z0,21(:),...,2j-1(+)) € H(z_1,p, d).

Das Entscheidungsproblem (2.5) definiert ein j-stufiges Maximierungsproblem be-
stehend aus der Wahl einer Portefeuilleentscheidung fiir £ = 0 und je eines Plans
fir t = 1,---,j5 — 1. Im Folgenden wird gezeigt, wie dieses Problem mit dem
Ansatz der stochastischen dynamischen Programmierung rekursiv gelost werden
kann. Dies ist im vorliegenden Fall aufgrund der zeitlich-rekursiven Struktur des
Problems moglich, bei der eine Portefeuilleentscheidung zu einem beliebigen Zeit-

punkt nur nachfolgende, nicht aber vorherige Entscheidungen beeinflusst.
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2.4 Nachfrage nach Wertpapieren

Der folgende Abschnitt beschreibt die rekursive Losung des Entscheidungspro-
blems (2.5). Um die Ubersichtlichkeit der Ausfiihrungen zu erhchen, wird die
folgende Hilfsfunktion

W:Zx8—Ry, Wiz (pd):=z2 (p+d) (2.6)

definiert. Gegeben ein beliebiges Portefeuille 2, € Z, das in Periode ¢t erwor-
ben wird, liefert W (z;, s;11) den Wert dieses Portefeuilles in der Folgeperiode in
Abhéngigkeit von den Preisen p;; und Dividendenzahlungen d; .

Fiir das weitere Vorgehen ist es erforderlich, aus der gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsverteilung v der Signale si,...,s; fiir jedes t = 1,---,j die Verteilung
des Signals s; bedingt auf vorherige Signale sy, -, s;_1 zu ermitteln. Dazu wird
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung v faktorisiert und als das Produkt
von bedingten Verteilungen und Randverteilung geschrieben. Das folgende Fakto-

risierungslemma sichert die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung.

Lemma 2.1 Es sei S = P x D mit P = RS und D = REYY. Dann existiert
eine Faktorisierung der Verteilung v der Form v = QM x Q® x ... x QU) mit

V(T S) x B(S) — [0,1], t=2,....7, und QW : B(S) — [0, 1], die fiir
jede messbare Menge E € B(S?) definiert ist als

v(E) QW x - x QU)(E) (2.7)
/ / 1a(s1,...,5)QY(s] 7" ds;) - - QP (s1, dsy) QM (dsy).

Die Zerlegung ist v-fast sicher eindeutig.

Beweis: Siehe Anhang A.1.
Fiir t = 2,---,j definiert Q®(s\™", B) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
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sy € B gegeben dass vorher Realisationen st ' = s,...,5._1 beobachtet wur-

den. Bezeichnet man den Raum aller geeigneten Wahrscheinlichkeitsmafle auf
dem Signalraum (S, B(S)) mit Prob(S), so kann man Q) als eine Abbildung
) T15Z, S — Prob(S) auffassen, die eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Zufallsvariablen s; parametrisiert in vorherigen Signalen si,..., s;_ definiert.
Die aus der Faktorisierung (2.7) gewonnene Abbildung QM) : B(S) — [0, 1] defi-
niert in diesem Zusammenhang die konstante Randverteilung des Signals s, d.h.
fiir jedes B € B(S) liefert Q(Y)(B) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses s, € B.
Fiir die Losbarkeit des Entscheidungsproblems sind die folgenden Annahmen bzgl.
der Verteilungen Q" (s!=',.), ¢ = 1,...,j erforderlich.” Dabei bezeichnet fiir je
zwei Portefeuilles 2,2/ € Z A, = {s € S:W(z,s) # W(2,s)} die messbare®
Menge der Preise und Dividenden, fiir die die Portefeuilles unterschiedliche Er-

trage liefern.

Annahme 2.3 Die aus der Faktorisierung (2.7) erhaltenen Ubergangskerne Q)
t=1,...,7, erfillen die folgenden Bedingungen:

(1) Fiir alle z,2' € Z gilt: z # 2' = QW (st A, ) > 0 fiir alle s'~' € S'71,

(2) QY hat die sog. Feller-Eigenschaft (zur Definition dieser Eigenschaft s.
Stokey & Lucas (1994), S. 220 ).°

Wihrend die zweite Annahme rein technischer Natur ist, stellt die erste Annahme

eine Erweiterung der Nicht-Redundanz-Bedingung aus Ingersoll (1987) auf einen

7 Um die folgende Notation zu erleichtern, wird Q) (si™!,.) = Q(V(-) fiir t = 1 gesetzt.

8 Die Messbarkeit folgt dabei aus der Stetigkeit der Funktion W (-).

% Nach Stokey & Lucas (1994), S.386, Lemma 12.14 sichert die Feller Eigenschaft insbeson-
dere, dass Stetigkeit und Beschrinktheit von Funktionen bei Integration bzgl. Q) erhalten
bleiben, d.h. fur Jede stetlge und beschr;‘inkte Funktion F: 8t x R™ — R ist die Integral-
funktion G(stty) = [ F(st,y QW (st ds;) ebenfalls stetig und beschrinkt. Insheson-
dere impliziert diese Elgenschaft dle von Grandmont (1982), S. 885 geforderte Stetigkeit des
MaBes Q) bzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz (Stokey & Lucas(1994), S. 376).
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mehrperiodigen Planungszeitraum dar. Sie besagt, dass die Anlagemdoglichkeiten
zu jedem Zeitpunkt nicht-redundant sein miissen, d.h. zwei verschiedene Porte-
feuilles konnen nicht mit Wahrscheinlichkeit eins bzgl. der jeweiligen bedingten

Verteilung den gleichen Ertrag liefern.

Um das folgende rekursive Losungsverfahren zu illustrieren, soll zunéchst der Fall
j = 2 unterstellt werden, d.h. es liegt ein dreiperiodiger Planungszeitraum vor.
In diesem Fall definiert (2.5) ein zweistufiges Entscheidungsproblem bestehend
aus der Wahl einer Portefeuilleentscheidung zy fiir ¢ = 0 und eines Plans z;(-) fiir
t = 1. Die Losung dieses Problems erfolgt nun in zwei Schritten:

In einem ersten Schritt wird das Entscheidungsproblem fiir ¢ = 1, d.h. in der
vorletzten Periode des Planungszeitraumes, betrachtet. Gegeben sei eine parame-
trische Realisation des Signals s; € S und eine gegebene Portefeuilleentscheidung
29 € Z, aus der Vorperiode. Deren Ertrag wy := W (zg, s1) > 0 ist damit ebenfalls
parametrisch gegeben und definiert das Vermogen des Investors in ¢t = 1.

Fiir festes (wy, s;) reduziert sich das Entscheidungsproblem in ¢ = 1 auf die
Wahl einer erreichbaren Portefeuilleentscheidung z; € G(py, w;), wobei die Men-
ge G(pi,wy) == {2z € Z: 2z"p, = wi} C Z die erreichbaren Portefeuilles in
Abhiingigkeit von den Preisen p; € P und dem Vermdgen w; > 0 definiert.!”
Mit der bedingten Verteilung Q) (s, ) des Signals s, erhiilt man das Entschei-

dungsproblem in ¢ = 1 bei Planungshorizont 7 = 2 als:

/S w (W (2, ) Q2 (s, ds)
max wd N, (2.8)

z € G(p1,w).

10 Mit dem Signal s; = (p{,d] )" sind insbesondere die ex-dividend Preise der Periode ¢t = 1
gegeben.
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Angenommen das Problem (2.8) habe fiir jedes s; € S und jedes w; > 0 eine
Losung. Dann ist die Wertfunktion

Vlws) = _max L] u0r) 0960 (29)

z€G(p1,w1)

wohldefiniert und liefert den in (wy, s;) parametrisierten, maximalen Erwartungs-
nutzen der Periode ¢t = 1.

In einem zweiten Schritt wird nun das Entscheidungsproblem in ¢ = 0 betrachtet.
Gegeben seien parametrische Preise p € P und ein Vermdgen w > 0, das sich
mit (2.1) aus dem Portefeuille z_; der Vorperiode ergibt. Fiir die Bestimmung
des optimalen Portefeuilles in ¢t = 0 wird nun das folgende Optimalititsprinzip
ausgenutzt, das in fast allen mehrstufigen Entscheidungsproblemen Verwendung

findet (vgl. z.B. Grandmont & Hildenbrandt (1974), Grandmont (1982)):

ma {[S%(W(z,s),s)Q(l)(ds)}: ma {/u(WQ(H,sf))y(dsf)}(z.lo)

2€G(p,w) HeA(zZ-1,p,d) S2

Dabei definiert G(p,w) := {z € Z: 2"p = w} C Z wieder die Menge der erreich-
baren Portefeuilles in ¢t = 0 und Q") die Randverteilung des Signals s;.

Die Anwendung des Optimalitédtsprinzips (2.10) erlaubt es, in ¢ = 0 statt des
zweistufigen Entscheidungsproblems (2.5) das folgende, wiederum einstufige Ma-

ximierungsproblem bzgl. der Wertfunktion zu betrachten:

/S Vi (W(z.5). 5) Q) (ds)
max wd.N. (2.11)
z € G(p,w).

Mit dem obigen Vorgehen kann somit das zweistufige Entscheidungsproblem (2.5)
in zwei einstufige Problem transformiert werden: In einem ersten Schritt ermittelt
man aus dem einstufigen Problem (2.8) die mit (2.9) definierte Wertfunktion und

16st in einem zweiten Schritt das Maximierungsproblem (2.11).
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Das zunéchst fiir den Fall j = 2 beschriebene Vorgehen lédsst sich problemlos
auf einen beliebigen endlichen Planungshorizont j > 0 erweitern. Dabei wird das
Entscheidungsproblem (2.5) mit dem beschriebenen rekursiven Verfahren in j

einstufige Probleme zerlegt.

Beginnend mit der vorletzten Periode ¢t = j — 1 und Vj(w;, s1) = u(w;) wird fiir

jedest =1,---,7 — 1 das folgende einstufige Entscheidungsproblem betrachtet:

/V}H (W (z,5),st,5) QU (s}, ds)
s
max wd.N. (2.12)

z € G(pg, wy).

Die Signale st € 8" werden dabei ebenso wie das Vermogen wy := W (z_q, s;) > 0,
das sich aus einem gegebenen Portefeuille z; | € Z, der Vorperiode ergibt, als
parametrisch gegeben unterstellt. Der Ubergangskern Q(*+1(s!,-) in (2.12) ergibt
sich dabei aus der Faktorisierung (2.7) und liefert fiir parametrisch gegebene
Signale s; ..., s; die bedingte Verteilung des Signals s, .
Unter der Annahme, dass (2.12) fiir jedes t = 1,...,j — 1 eine Losung besitzt,
erhélt man eine Folge von Wertfunktionen Vi(wy, s}), t = 1,--+,j — 1, die sich
rekursiv aus der folgenden Beziehung, die in der Literatur auch als Bellmann-
Gleichung bezeichnet wird (vgl. Pliska (1999)), ergeben:

Vi(wy, st) = max {/SV}H (W(z,s), 51, s) Q(t“)(sﬁ,ds)}. (2.13)

2€G(pi,wt)

Unter Verwendung der Wertfunktion V;(wy, s1), die sich im letzten Rekursions-
schritt ergibt, kann die optimale Portefeuilleentscheidung der Periode t = 0 analog
zum Fall j = 2 und (2.11) als Losung eines einstufigen Problems ermittelt werden.
Dabei gilt wieder das Optimalitédtsprinzip

max {/Svl(W(z,s),s)Q(l)(ds)}: max {/u(wj(H,s{))y(ds{)}.(z.M)

z€G(p,w) HerA(z-1,p,d) | Jsi
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Um die optimale Portefeuilleentscheidung der Periode ¢ = 0 unter Ausnutzung
des Optimalititsprinzips (2.14) als Losung eines einstufigen Entscheidungspro-
blems zu erhalten, muss aus (2.13) die Wertfunktion V;(wy, s1) rekursiv ermittelt
werden. Im Rahmen dieses Vorgehens sichert der folgende Satz, dass die Wert-
funktionen auf jeder Stufe wohldefinierte Objekte sind, d.h., dass das Entschei-

dungsproblem (2.12) fiir jedes t = 0,---,j — 1 eine Losung besitzt.

Satz 2.1 Seit € {1,---,j — 1} beliebig und die Annahmen 2.2 und 2.3 bzgl.
Prdferenzen und Erwartungen des Investors seien erfillt. Weiter sei die Wert-
funktion Vi1 (w1, s5T1) beschrinkt und stetig in allen Argumenten und streng

monoton und streng konkav in wyyy > 0. Dann gilt:

(1) Das mit (2.12) definierte Entscheidungsproblem besitzt fiir jedes parametri-

sche (wy, st) € Ry, x 8" eine Lisung, die eindeutig bestimmit ist.
(2) Die Lisungsfunktion z}(wy, st) ist stetig in beiden Argumenten.

(3) Die mittels Gleichung (2.13) definierte Wertfunktion Vi(wy, st) ist wieder
beschrdinkt und stetig in allen Argumenten und streng konkav und streng

monoton in wy; > 0.

Beweis:

(1) Fiir parametrisch gegebenes w; > 0 und s; = (p/,d])" € S definiert die
Budgetmenge G(p;,w;) = {z € Z : 2"p; = w;} C Z eine kompakte, nichtleere
Menge'! im Portefeuilleraum Z. Aus der Stetigkeit und Beschrinktheit der Wert-
funktion V4 (), der Stetigkeit der Funktion W (-) und der Feller-Eigenschaft des
Ubergangskerns Q'*'(-) aus Annahme 2.3(2) folgt, dass die Zielfunktion

Ut(za Si) = / V;f-l-l (W(Z,S),Stl,S) Q(t+1)(st17ds) (215)
S

1" Geometrisch entspricht diese Menge einer Hyperebene in Z mit Normalenvektor p;. Man
beachte, dass die Kompaktheit die Annahme strikt positiver Preise aller Wertpapiere erfor-
dert.
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beschrinkt und stetig in allen Argumenten ist. Dies liefert die Fristenz einer op-
timalen Losung.

Zur Eindeutigkeit geniigt es aufgrund der Konvexitiat der Budgetmenge die strik-
te Konkavitét der Zielfunktion in z zu zeigen. Seien dazu z # 2' € Z verschiedene
Portefeuilles und sei A, . wieder die messbare Menge, auf der sich die Ertrége
unterscheiden, d.h. auf der W (z, s) # W (Z', s). Aufgrund der Nichtredundanzbe-
dingung muss gelten: QU1 (s!, A, ) > 0, d.h. diese Menge muss positives Maf
haben. Fiir festes A €]0, 1[ bezeichne 2™ := Az+(1—\)z' die Konvexkombination
der Portefeuilles. Mit der Linearitit der Funktion W (-) folgt

W(zW,s) = AW (z,8) + (1 - )W (2,s) VseS.

Aus der strikten Konkavitit der Wertfunktion Vi, (w1, sﬁ“) in w;,q erhdlt man

fiir festes s! € S*:

Vier (W (=Y, 5),51,5) 2 AVia (W2, 9),51,8) + (1= WVia(W(2, 5), 51, 5)
fiir alle s € S sowie

Vit (W (=W, 5),51,5) > AVia(W(2,8), 51, 8) + (1= \)Via (W(Z', ), 51, 5)
fiir s € A, ... Fiir die weitere Beweisfithrung wird das folgende Lemma benotigt:

Lemma 2.2 Sei (X, A, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien f,g : X —

R messbare, p-integrierbare Funktionen fir die gilt f > g fir alle x € X und
p({f > g}) > 0. Dann gilt

/deu>/ngu.
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Beweis: Siehe Anhang A.2.

Im vorliegenden Fall impliziert Lemma 2.2 und die Linearitit des Integrals:

U (xM,sh) = /Vtﬂ(W(Z(A);S);SﬁaS) QUTY (s, ds)
S
> A / Vit (W (z, 5), 81, 5) QEFD(st, ds)
S

+(1 - )\) / ‘/tJrl(W(zIaS)aStlaS) Q(t+1)(st1:ds)
S
= )‘Ut(za Si) + (1 - )‘)Ut(z’a Si)

Dies liefert die strikte Konkavitiit der Zielfunktion in z fiir jedes s € S' und

damit die Eindeutigkeit der Losung.

(2) Aufgrund der gezeigten Eigenschaften besitzt das Optimierungsproblem (2.12)
fiir jedes (wy, s') € Ry, x 8" eine eindeutige Losung, die als Funktion

2 (wy, 84 := arg o max {Ut(z,sﬁ)} (2.16)

geschrieben werden kann. Um die Stetigkeit dieser Funktion zu zeigen, wird in
zwei Schritten vorgegangen.

In einem ersten Schritt zeigt man, dass die Zielfunktion U,(z, s!) streng monoton
in z ist, d.h.'? 2z > 2/ impliziert U;(z, s}) > Uy(2’, s}). Diese Eigenschaft folgt mit
Lemma 2.2 aus der strikten Monotonie der Funktion V4 (w41, st™") in w,y; und
der Linearitéit der Funktion W (z, s), die impliziert: z > 2/ = W(z,s) > W (2, s)
Vs € 8.1 Aus der strikten Monotonie der Zielfunktion folgt somit, dass die

t

Losungsfunktion z}(wy, s{) unverdndert bleibt, wenn die Nebenbedingung des

Entscheidungsproblems als Ungleichung 2" p, < w, formuliert wird.'

12 Die Notation z > 2’ meint dass 2% > 2'*) Vi € K und z # 2.
13 Dies gilt im vorliegenden Fall, da die cum-dividend Preise strikt positiv sind.
14 Die <-Bedingung wird in diesem Fall immer bindend sein.
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In einem zweiten Schritt betrachtet man die Korrespondenz B : P xR, — 7,
B(py,w;) == {2 € Z : 2"p; < w,}, die die Nebenbedingung in Ungleichungsform
fiir alternative Preise und Verméogen definiert. Nach Dreze (1975), S.304, ist B
unter den gemachten Annahmen an Preise und Vermégen sowie der Definition
des Portefeuilleraumes'® Z kompaktwertig und stetig (zur Definition der Stetig-
keit von kompaktwertigen Korrespondenzen s. Stockey & Lucas (1994), S. 56.).
Zusammen mit der oben gezeigten Stetigkeit der Zielfunktion U(z,s!) in allen
Argumenten impliziert dies mit dem Theorem of the Mazimum (Stockey & Lucas
(1994), S. 62) und der Eindeutigkeit der Losung (Stockey & Lucas (1994), S. 57)
die Stetigkeit der Funktion 2} (wy, s}).

(3) Durch Einsetzen der Losungsfunktion (2.16) in die Zielfunktion (2.15) erhilt

man die Wertfunktion der Periode ¢ als
V;f(wtﬂstl) = Ut(Z;(wtasi)asi) (217)

deren Stetigkeit und Beschrénktheit unmittelbar aus den Eigenschaften der Ziel-
funktion und der Stetigkeit der Losungsfunktion folgt.
Fiir die strikte Konkavitit der Wertfunktion Vi(wy, st) in wy ist zu zeigen, dass

fiir st € S fest, w,w' > 0, w # w', X €]0, 1] und w®™ = Mw + (1 — M)’ gilt

V}(w()‘), s > AVi(w, st) + (1 — N)Vi(w', s).

Seien dazu
ze = zf(w,sh) € Gp, w)
Z; = Z:(wla Stl) € G(pta w’)
N = A+ (1-N)2L

15 Die Menge Z ist insbesondere nichtleer, abgeschlossen und konvex und erfiillt die Voraus-
setzungen in Dreéze (1975), Annahme 1.
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die zu w und w' gehorenden optimalen Losungen und 2 deren Konvexkombina-
tion. Beachte, dass zN € G(p;, w™), jedoch moglicherweise zN) # 2 (w® | st),
d.h. 2™ muss nicht optimal bzgl. w™) sein. Weiter folgt aus w # w' aufgrund der
Budgetbeschréankung dass z, # 2. Unter Ausnutzung der oben gezeigten strikten

Konkavitiat der Zielfunktion gilt somit:

V;f(w()\)’si) 2 Ut(z(/\)astl)
= UMz + (1 = N)z2L, sh)
> AUi(24,88) + (1 = MU (2L, 8%)
= AVi(w,st) + (1 =NV, (w', s}).

Es bleibt die strikte Monotonie der Funktion V(w, s}) in w > 0 nachzuweisen,
d.h. fiir festes st gilt: w > w' > 0 = Vi(w, st) > Vi(w', st). Seien dazu analog zu
oben z,, 2, die zu w, w' gehdrenden optimalen Losungen. Setze Aw := w—w' > 0
und Az = (I)AE%,O,---,O)T € Z,. Beachte, dass (2, + Az) € G(pi, w), jedoch

moglicherweise 2, = 2F(w, st) # (z.+Az). Mit der in Schritt (2) gezeigten strikten

Monotonie der Funktion Uy(z, s}) in z folgt somit

V;f(wa Stl) = Ut

> U2, sh)
= V;f(w’a Si)
und damit die Behauptung. [ ]

Man beachte, dass die Voraussetzungen von Satz 2.1 insbesondere fiir t = 5 — 1
und die Wertfunktion V;(w;, s]) = u(w;) erfiillt sind. Induktiv folgt somit, dass
die iiber (2.13) rekursiv definierten Wertfunktionen V;(wy,s!) auf jeder Stufe
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t =1,---,7 — 1 wohldefinierte Objekte sind und alle die Voraussetzungen von
Satz 2.1 erfiillen. Die Losung des Entscheidungsproblems (2.12) ist somit fiir
jedes t = 0,1,...,7 eindeutig und kann als stetige Funktion der Form (2.16) ge-
schrieben werden.

Unter Ausnutzung des Optimalitétsprinzips (2.14) kann das Portefeuilleentschei-
dungsproblem der Periode ¢ = 0 mit Hilfe der Wertfunktion V;(wy, s;) und der
Randverteilung Q") des Signals s; wie folgt als einstufiges Entscheidungsproblem

formuliert werden:

/S Vi (W(z.5). 5) Q) (ds)
max wd N, (2.18)

z € G(p,w).

Die Preise p € P werden dabei ebenso wie das Vermoégen w > 0, das sich mit
Gleichung (2.1) aus dem Portefeuille Z_; der Vorperiode ergibt, als parametrisch
gegeben unterstellt. Da die Wertfunktion V; (wy, s1) die Voraussetzungen von Satz
2.1 erfiillt, erhdlt man die optimale Portefeuilleentscheidung der Periode t = 0
als stetige Funktion

25 (p,w) 1= argzerg&)’(w) {/Svl (W(z,s),s) Q(l)(ds)}. (2.19)
Im Rahmen der bisherigen Betrachtungen wurden die Erwartungen des Investors
als gegeben unterstellt. Um sicherzustellen, dass die optimale Portefeuilleent-
scheidung (2.19) fiir alternative Erwartungen wohldefiniert ist, muss die Klasse
der zuldssigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (87, B(S7)) auf solche einge-
schrankt werden, die die Annahme 2.3 erfiillen. Bezeichnet man die Menge dieser

Verteilungen mit Prob(S87), so lisst sich das zentrale Resultat dieses Abschnittes

in dem folgenden Satz zusammenfassen.
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Satz 2.2 Fs seien die Annahmen 2.2 und 2.3 bzgl. Erwartungen und Prdferenzen
erfillt und der Planungshorizont j > 0 sei beliebig, aber fest. Dann existiert eine

Funktion

d)* . P X ]R,_|_+ X PTOb(SJ) — Z_|_ (220)

(p7wil/) '—> ¢*(p7w7l/)7

die stetig in ihren ersten beiden Argumenten ist und die die Wertpapiernachfrage
des Investors in t = 0 als Funktion der Preise p € P, seines mit (2.1) definierten

Vermdgens w > 0 sowie seiner Erwartungen v € Prob(S7) definiert.

Bei der mit (2.20) definierten Nachfragefunktion ist zu beachten, dass sich das
Vermdégen w > 0 mit Gleichung (2.1) aus dem Portefeuille z_y € Z, der Vorperi-
ode sowie den parametrisch gegebenen Preisen p € P und Dividendenzahlungen
d € D der Periode t = 0 ergibt. Unter Verwendung von (2.1) kann die Wertpapier-
nachfrage (2.20) des Investors als Funktion seiner Erwartungen, des Portefeuilles

der Vorperiode sowie der Preise und Dividenden in ¢ = 0 geschrieben werden als:

¢:PxDxZ, xProb(§) — Z, (2.21)

(ZS(p,d,Z,l,l/) = ¢* (p,W(Z,l,(p,d)),l/).
Mit Gleichung (2.21) lésst sich weiter die Nettonachfragefunktion

¢ P xDx Z, x Prob(§7) — REM (2.22)
¢e (p;dazflal/) = ¢(p,d,§,1,l/) —Z
definieren, die die gewiinschte Umschichtung des Investors in seinem Portefeuille

als Differenz zwischen dem mit (2.21) definierten, neuen Portefeuille und seinem

alten Portefeuille aus der Vorperiode beschreibt.



2.5 Preisbildung und -dynamik 28

2.5 Preisbildung und -dynamik

Aufbauend auf den Resultaten der vorherigen Abschnitte wird das mehrperiodige
Portefeuilleentscheidungsproblem im Folgenden in den sequentiellen Rahmen des
Finanzmarktmodells aus Abschnitt 2.1 eingebettet. In diesem Zusammenhang
werden zunichst die individuellen Nachfragen aller Investoren nach Wertpapie-
ren in einer beliebigen Periode formuliert. Darauf aufbauend wird die allgemeine
Form des 6konomischen Preisbildungsgesetzes, das die Preise in jeder Periode
endogen bestimmt, hergeleitet. In einem letzten Schritt wird die Dynamik der
Preise, die durch Aufdatierung der subjektiven Erwartungen entsteht, als zufalli-

ges dynamisches System im Sinne von Arnold (1998) formuliert.

Mit der Notation aus Abschnitt 2.1 bezeichne I wieder die Menge der Investo-
ren auf dem Markt, so dass in jeder Periode ¢+ € N ein handelnder Investor
(i,7) € T durch seinen Typenindex i € {1,---,I} und den Generationenindex
j€{1,---,J}, der seine Lebenserwartung definiert, beschrieben wird.

Dabei weisen je zwei Investoren (7,j), (¢,j') € T vom gleichen Typ i, die unter-
schiedlichen Generationen j # j' angehoren, die gleichen individuellen Charak-
teristika auf. Insbesondere erhalten sie zu Beginn ihres Lebens eine identische
Anfangsausstattung e”) > 0 und besitzen die gleiche von-Neumann-Morgenstern
Nutzenfunktion u().

Im Folgenden werden Entscheidungsvariablen wie Portefeuilles und Erwartungen,
die sich auf einen einzelnen Investor in einer beliebigen Periode ¢ beziehen, mit
dem Index (7, j) indiziert. Dabei soll die Vereinbarung getroffen werden, dass die
Indizierung stets auf den Zeitindex der zugehorigen Variable bezogen ist. Mit die-
ser Konvention bezeichnet beispielsweise zgij) das Portefeuille, das der Investor

vom Typ 7 aus Generation j mit Planungshorizont ¢+ j nach dem Handel in Peri-
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ode t hilt und entsprechend z&jﬁl) sein eigenes Portefeuille aus der Vorperiode.
Dagegen bezeichnet zflf% das Portefeuille, das der Investor vom (gleichen) Typ i
mit Planungshorizont ¢ 4+ 7 — 1 nach dem Handel in Periode ¢ — 1 hélt.

Es wird unterstellt, dass in einer beliebigen Handelsperiode ¢ € N jeder Investor
(i,7) € T ein j-periodiges Entscheidungsproblem der Form (2.5) 16st. Dazu bildet
er zu Beginn der Periode Erwartungen in Form einer subjektiven Wahrscheinlich-
keitsverteilung l/t(ij) € Prob(S87) der unsicheren, entscheidungsrelevanten Signale
Si41," s Sip4- In diesem Zusammenhang bezeichne fiir j = 1,---,.J Prob(87) die
Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Produktraum (87, B(S7)),
die die Annahme 2.3 erfiillen. Weiter wird unterstellt, dass die Préiiferenzen aller
Investoren die Eigenschaften aus Annahme 2.2 besitzen. Unter dieser Vorausset-
zung fiihrt das Entscheidungsproblem (2.5) jedes Investors zu einer wohldefinier-
ten Nachfrage nach Wertpapieren in der Entscheidungsperiode.

Im Folgenden soll zunéchst die Form dieser Nachfragen fiir jeden Investor for-
muliert werden. Dabei ist zu beachten, dass sich das Vermogen eines jungen
Investors (i,.J) € I mit den Annahmen aus Abschnitt 2.1 aus der exogen ge-
gebenen Anfangsausstattung e’ > 0 ergibt. Der Betrag, der ihm zur Investition
zur Verfiigung steht, ist damit insbesondere unabhiingig von den Preisen und

Dividenden der betrachteten Periode. Mit Satz 2.2 gilt, dass fiir jeden jungen
Investor (i,.J) € I eine Abbildung

o) P x Prob(S!) — Z, (2.23)

(p, l,(iJ)) — ¢(ij) (p, V(iJ))

existiert, die stetig in p ist und die seine Nachfrage nach Wertpapieren in Abhéngig-

keit von seinen Erwartungen sowie den parametrisch gegebenen Preise bestimmt.'6

16 Analog zu der Konvention in Béhm & Chiarella (2000) wurde die Anfangsausstattung e(?)
dabei nicht als Argument der Nachfragefunktion (2.23) aufgefiihrt, da sie exogen gegeben
und fiir jeden jungen Investor vom Typ ¢ identisch ist.
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Da die Investoren nur zu Beginn ihres Lebens eine Anfangsausstattung erhalten,
wird das Vermdogen eines nicht-jungen Investors (i, ) € I, j < J, analog zu den
Ausfithrungen der vorherigen Abschnitte durch den Ertrag seines Portefeuilles
z&]ﬁl) aus der Vorperiode bestimmt. Insbesondere hingt der Betrag, der ihm
zur Investition zur Verfiigung steht, damit von den Preisen und Dividendenzah-
lungen der betrachteten Periode ab. Mit Satz 2.2 und Gleichung (2.21) ergibt
sich die Nachfrage eines nicht-jungen Investors (i,j) € I, j < .J, als Funktion

seiner Erwartungen, seiner Portefeuilleentscheidung aus der Vorperiode sowie der

parametrisch gegebenen Preise und Dividenden als Abbildung
¢ P xDx Z, x Prob(§) — Z, (2.24)
(pa da Z(jij—i—l)) I/(Z])) L d)(”) (pa da z(jij—i—l)’ V(U))
Analog zu den Annahmen in B6hm & Chiarella (2000) und Wenzelburger (2001a)

soll im Folgenden angenommen werden, dass auf dem betrachteten Finanzmarkt

ein risikoloses Wertpapier existiert. Dazu werden die Preise und Dividendenzah-

lungen des Wertpapiers k£ = 0 als konstant unterstellt, so dass pgo) =p0) =1,
d§°) = r, Vt € N. Der cum-dividend Preis dieser Anlage ist somit in jeder Periode

gegeben durch R := 1+ r > 0, wobei r als Verzinsung pro investierter Einheit
interpretiert werden kann. Um konsistent mit der in Abschnitt 2.3 formulierten

Erwartungsbildung zu bleiben, ist die folgende Annahme erforderlich:

Annahme 2.4 Die Investoren unterstellen in thren Erwartungen fir die Preise
und Dividenden des Wertpapiers k = 0 eine Dirac-Verteilung in dem Punkt (1,71),

so dass mit Wahrscheinlichkeit eins gilt:

sV = e, d") T =1,nT,  teN.

Um die Unterscheidung zwischen den riskanten Wertpapieren £ = 1,..., K und

der risikolosen Anlageform k£ = 0 zu verdeutlichen, wird der Portefeuilleraum 7
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im Weiteren als Produkt Z = Y x X geschrieben. Hierbei bezeichne ¥ = R,
die Menge der zuléssigen risikolosen Investitionen und X = Rf die zuléssigen
Aktienportefeuilles.'”

Zur Vereinfachung der weiteren Notation werden nun die folgenden Anderun-
gen vorgenommen: Bisher bezeichneten die Vektoren p; = (pgo), e ,pEK))T
dy = (%, d"))T die Preise und Dividenden aller K + 1 Wertpapiere. In
allen folgenden Abschnitten dieser Arbeit bezeichnen nun p; = (pgl), e ,piK))T

und d; = (dgl), e al,gK))T die Preise und Dividendenzahlung der riskanten Wert-

und

papiere.

Um die Preisbildung in dem Modell zu untersuchen, geniigt es, die Nachfrage der
Investoren auf den Mérkten £ = 1,---, K, d.h. nach riskanten Wertpapieren, zu
betrachten. Definiert man die folgende Projektionsabbildung 7x : YV x X —
X, mx(y,x) := x, so erhdlt man aus (2.23) die Aktiennachfrage eines jungen
Investors (i,.J) € I als Funktion der parametrisch gegebenen Preise sowie seiner

Erwartungen als:
e RE x Prob(87) — X (2.25)
o () = (@ ((1,p), 1))
Analog erhélt man aus (2.24) die Aktiennachfrage eines nicht-jungen Investors

(i,7) € I, j < J, als Funktion seiner Erwartungen, seiner vorherigen Portefeuil-

leentscheidung sowie der parametrisch gegebenen Preise und Dividenden als

e RE, x RX x Prob(§) x 2, — X (2.26)
A (., ) = (6 ((1Lp) (), 9, 27 )

17 Tm Weiteren werden nur noch die riskanten Wertpapiere k = 1,..., K als Aktien bezeichnet.
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Im Rahmen einer kompakten Notation werden im Weiteren fiir jedes ¢

V= <Vt(ij) und (o= <ZEZ—J)

)(i,j)e]l )(i,j)e]l

als Listen der subjektiven Erwartungen aller Marktteilnehmer sowie der Por-
tefeuilles der nicht-jungen Investoren aus der Vorperiode gesetzt. Gegeben eine

Realisation d; € RY des Dividendenprozesses erhiilt man die aggregierte Nach-

frage nach Aktien in Periode ¢ als:

1 J—-1 1
O(p, dy, vy, i) = Z o) <p, ng) I Z Z i) <p, dy, v, ng) (2.27)
\z‘:l z‘:l i=1 P

Nachfrage d. jungen Investoren Nachfrage d. nicht-jungen Investoren

Um den marktraumenden Preis p; € ]RfJr zu bestimmen, wird der Gesamtbestand
= (zW,...,25)) € RE, an Aktien in der Okonomie iiber die Zeit konstant
gesetzt. Weiter wird analog zu Wenzelburger (2001a) unterstellt, dass in jeder
Periode ¢ € N eine weitere Héndlergruppe sogenannter Noise-Traders am Markt
eine (preisunabhiingige) Nachfrage & = (ft(l), e ,ft(K))T € RX nach Aktien ent-
faltet, deren Realisation auerhalb des Modellrahmens bestimmt wird.!® Gegeben
die aggregierte Nachfrage (2.27) und die Transaktion & der Noise-Traders ergibt

sich fiir den marktrdumenden Preis p; die Bedingung

D(py, dp, vy, 1) — (T — &) = 0. (2.28)

Die Marktraumungsbedingung (2.28) fordert, dass die Summe der individuellen
Aktiennachfragen der Investoren einschliefflich der Noise-Traders gleich dem Ak-

tienbestand sein muss.!® Unterstellt man analog zu Béhm & Chiarella (2000), dass

18 Die Transaktion & kann als Nachfrage interpretiert werden, der kein entsprechendes mi-
kroskonomisches Entscheidungskalkiil zugrunde liegt, vgl. Wenzelburger (2001a), S.5.

19 Alternativ kann die Summe der Nettonachfragen der Investoren nach Aktien einschlieflich
der alten Generation j = 0 und der Noise-Traders gleich Null gesetzt werden. Da zu Beginn
der Periode ¢ alle Aktien unter den Investoren verteilt sind, d.h. 32 -y wgl_]i + &1 =7,
ergibt sich auch bei diesem Vorgehen die Marktrdumungsbedingung (2.28).
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die aggregierte Nachfragefunktion (2.27) global invertierbar in p ist, so erhilt man
aus (2.28) das Preisbildungsgesetz explizit als

J
St [[(Prob(s") x Z} x R x R — RE, (2.29)
7=1

o =S, G d, &) = N T — &diy v, )

Die Abbildung (2.29) definiert ein 6konomisches Gesetz im Sinne von Béhm &
Wenzelburger (1999), das in jeder Periode ¢ den marktriumenden Preisvektor
p¢ in Abh#ngigkeit von der Portefeuilleallokation (;_; aus der Vorperiode, den
Erwartungen v, aller Investoren, der Dividendenzahlung d; (die vor dem Handel
in ¢ erfolgt) sowie der Nachfrage & der Noise-Traders bestimmt. Die funktionale
Form der Abbildung S wird dabei sowohl von den individuellen Charakteristika
der Investoren (Priferenzen, Erwartungen, Anfangsausstattungen) als auch von
den Marktgegebenheiten (Aktienbestand, risikolose Verzinsung, Anzahl und Le-
bensdauer der Investoren) bestimmt.

Die Abhéngigkeit der Preisbildung von der Dividendenzahlung d; und der Por-
tefeuilleallokation (;_; der Vorperiode ergibt sich dabei ausschliefilich iiber die
Vermogenssituation der nicht-jungen Investoren. Dies ist eine Konsequenz der
mehrperiodigen OLG-Struktur, bei der sich das Vermd&gen eines nicht-jungen In-
vestors aus dem Ertrag seines Portefeuilles aus der Vorperiode ergibt.

Die nach dem Handel realisierten Portefeuilles der Marktteilnehmer (einschlie3-

lich der risikolosen Investition) erhilt man aus (2.23) und (2.24) als:*

z}gm‘) _ ¢(zg)(pt’ d,, ZIE :JI‘H), l/t(ij))’ j=1,-,J-1

| (2.30)
27 = 60D (py, ).

20 Im Rahmen eines kleinen notationellen Missbrauchs wurden dabei die fixierten Argumente
p§°) =1 und dgo) = r vernachléssigt.
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Um im Folgenden die Entwicklungen von Preisen, Portefeuilles und Erwartungen
zu untersuchen, werden mit der folgenden Annahme die Dividendenzahlungen

sowie die Transaktionen der Noise-Traders in jeder Periode ¢ beschrieben:

Annahme 2.5 Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und die Fil-
tration {F;}ren. Dann gilt:

(1) Die Dividendenzahlungen werden beschrieben durch einen adaptierten er-
godischen Prozess {di}ien auf (U, F,P) mit Werten in RE, so dass die
Abbildung d, - @ — RE Fy-messbar ist.

(2) Die Transaktionen der Noise-Traders werden beschrieben durch einen ad-
aptierten ergodischen Prozess {&}ien auf (0, F,P) mit Werten in RE, so
dass die Abbildung & : Q@ — RX F,-messbar ist.

Um eine vollstindige Beschreibung der Entwicklung der Preise iiber die Zeit,
d.h. des Preisprozesses, zu erhalten, muss im Folgenden festgelegt werden, wie
die Investoren ihre Erwartungen in jeder Periode in Abhéngigkeit von den zur
Verfiigung stehenden Informationen bilden und iiber die Zeit aufdatieren.

Um die Erwartungsbildung der verschiedenen Generationen zu beschreiben, be-
trachtet man zunéchst die in einer beliebigen Periode ¢ junge Generation. Zu
Beginn der Periode (vor dem Handel und der Dividendenzahlung) bildet ein jun-
ger Investor (i,.J) € T annahmegeméiss Erwartungen in Form einer subjektiven
Wahrscheinlichkeitsverteilung ") € Prob(87) der Signale sy 1, -+, ... Seine
Informationsmenge zum Zeitpunkt der Erwartungsbildung besteht dabei aus den

Beobachtungen von Preisen p, und Dividenden d, sowie Transaktionen &, der

Noise-Traders?! bis zum Ende der Periode ¢t — 1, d.h. 7 < t. Weiter wird unter-

21 Es wird also unterstellt, dass die Portefeuilles der Noise-Traders idealerweise beobachtbare
Groflen sind. Diese recht restriktive Annahme wird in Wenzelburger (2001a) insofern ge-
rechtfertigt, als dort gezeigt wird, dass eine nicht direkt beobachtbare Transaktion durch
geeignete Schitzungen approximiert werden kann.
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stellt, dass der Investor die Erwartungen Vt(i‘]l) € Prob(S”) seines Vorgiingers, d.h.

des in der Vorperiode £ — 1 jungen Investors vom gleichen Typ 7, kennt.
Zu Beginn der Periode ¢ hat der Investor im Vergleich zu seinem Vorgénger ei-
ne weitere Realisation p;_1, d;_y und &;_; beobachtet. Die allgemeine Form einer

Prognoseregel kann somit als Abbildung (vgl. Bchm & Chiarella (2000))

T Prob(87) x RE, x RX x R —  Prob(S’) (2.31)

\Ij(iJ)(Vt(iJRapt—ladt—lagt—l) = Vt(m-

definiert werden. Diese legt fest, wie ein junger Investor (i,.JJ) € T in Periode ¢
die Erwartungen l/t(ijl) seines Vorgéingers in Abhéngigkeit von den zusétzlich be-
obachteten Realisationen p;_y, d;_; und &_q zu Vt(“) aufdatiert. Die Abbildung
T/) in (2.31) definiert dabei einen sogenannten Markoff’schen Ubergangskern,

der die Erwartungen rekursiv fiir jeden Zeitpunkt aus den zur Verfiigung stehen-

den Informationen bestimmt.

Um eine analoge Prognoseregel fiir die nicht-jungen Generationen zu formulieren,
wird im Folgenden unterstellt, dass alle Investoren vom Typ ¢ die gleichen Progno-
severfahren verwenden.?? Dies impliziert, dass ein nicht-junger Investor (4, j) € I,
j < J, in Periode t mit Planungshorizont ¢ + j eine identische Verteilung der
Signale s;11, - - -, s;4; unterstellt wie der junge Investor (¢, J) vom gleichen Typ .
Dieser Zusammenhang wird in der folgenden Annahme formalisiert. Dazu be-
zeichne fiir j = 1,..., J die Abbildung m ; : 87 — &7, 71 ;(s1,...,8j,...,87) :=
(s1,...,s;) die Projektion des Produktraumes S’ auf seine ersten j Komponen-

ten.

22 Mit Bezug auf Wenzelburger (2001a) kann dies beispielsweise damit begriindet werden, dass
alle Investoren vom Typ ¢ die gleichen Finanzintermediire zur Prognosebildung heranziehen.
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Annahme 2.6 In jeder Periodet € N ergibt sich die Verteilung l/fij) € Prob(S7)
eines nicht-jungen Investors (i,j) € 1, j < .J, aus der Verteilung l/t(iJ) € Prob(S87)

des jungen Investors vom gleichen Typ i als Bildverteilung unter der Projektions-

abbildung v, , d.h. fiir jedes B € B(S7) gilt:

v (B) = v (x }(B)). (2.32)

Mit Annahme (2.6) folgt, dass die Erwartungen der Investoren in jeder Periode
vollstindig durch die Erwartungen der jeweils jungen Generation beschrieben
werden. Fiir die Prognoseregel eines nicht-jungen Investors (7, j) € T kann wegen

(2.32)
plid) . 7TLJ.O\I,(Z'J), j=1,,J—1. (2.33)

gesetzt werden.

Definiert man ¥ = (W) oy und ¢(-) := (¢ (-));jyen als Listen der verwen-
deten Prognoseregeln sowie der individuellen Nachfragfunktionen aus (2.21), so
erhéilt man die folgende Einschrittabbildung eines sogenannten zufilligen dyna-
mischen Systems im Sinne von Arnold (1998), das die Dynamik der Erwartungen,

Preise und Portefeuilles beschreibt.

v = \I’(Vt—l,pt—l,dt—laﬁt—ﬂ
Pt = S(\IJ(Vt—lapt—ladt—lagt—l)aCt—ladtagt) (2-34)
G = ¢(pt; dy, v, th)-

Das dynamische System (2.34) liefert eine explizite Beschreibung der Entwicklung
von Preisen, Erwartungen und Portefeuilles unter dem exogenen stochastischen

Einfluss des Dividendenprozesses {d;}cn und des Transaktionsprozesses {&; }ien
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der Noise-Traders. Die Dynamik wird dabei im Wesentlichen von dem Zusammen-
spiel zwischen den individuell verwendeten Prognoseregeln ¥, dem Preisbildungs-
gesetz S und den individuellen Nachfragen ¢ bestimmt. Diese Interaktion wird
abschlieflend in der folgende Abbildung illustriert, die den sequentiellen Ablauf
des Modells in einer beliebigen Handelsperiode beschreibt.

t—1 | Phase I: Erwartungsbildung t Phase II: Handel t+1

L
3

Y Y Y
©-

&

|
YYY

N

o @

Exogene stochastische

Einfliisse

Abbildung 2: Sequentieller Ablauf in einer beliebigen Periode .
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2.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das mehrperiodige Portefeuilleentscheidungsproblem un-
ter allgemeinen Annahmen bzgl. Erwartungen und Préferenzen betrachtet. Es
wurde gezeigt, dass das Entscheidungsproblem unter der Annahme strikt kon-
vexer Préferenzen und nichtredundanter Anlagemdglichkeiten zu einer wohlde-
finierten, stetigen Nachfragefunktion nach Wertpapieren fiihrt. Aufbauend auf
den individuellen Nachfragen wurde das 6konomische Preisbildungsgesetz herge-
leitet und die allgemeine Form der Preis- und Erwartungsdynamik als zufélliges

dynamisches System im Sinne von Arnold (1998) formuliert.



3 Mehrperiodige Portefeuilleent-
scheidungen im CAPM

3.1 Annahmen des CAPM

Im Folgenden soll das mehrperiodige Portefeuilleentscheidungsproblem unter den
Annahmen des Capital Asset Pricing Model(CAPM) betrachtet werden. Dieses
Modell geht zuriick auf die Arbeiten von Sharpe (1964), Lintner (1965) und Mos-
sin (1966) und bildet heute die Grundlage der klassischen Finanzmarkttheorie.
Da im CAPM sowohl negative Preise als auch Leerverkidufe und Kreditaufnahmen
in unbegrenzter Hohe zugelassen sind (vgl. Stapleton & Subrahmanyam (1978)),
ist eine Modifikation der Annahmen des vorherigen Kapitels erforderlich. So wird
im Folgenden Z =Y x X = R x R¥ als Raum der zuliissigen Portefeuilles und
P = {1} x RX als Preisraum (einschlieBlich der risikolosen Anlageform) gesetzt.
Alle Definitionen des Abschnitts 2.2 bzgl. Handelsstrategien, etc. sind im Weiteren
innerhalb dieses modifizierten Rahmens zu betrachten. Als weitere Modifikation
wird im Folgenden der Spezialfall d; = 0 Vt € N betrachtet, d.h. es finden keine
Dividendenzahlungen statt. Die subjektive Erwartungsbildung der Investoren re-

duziert sich somit auf die unsicheren ex-dividend Preise des Planungszeitraumes.
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3.2 Portefeuilleentscheidungen im CAPM

Betrachtet wird wieder das Portefeuilleentscheidungsproblem eines einzelnen In-
vestors (i,7) € I in einer beliebigen Periode t = 0 mit Planungshorizont j > 0.
Alle Zeitindizierungen dieses Kapitels beziehen sich wieder auf diesen fixierten
Zeitrahmen.

In jeder Periode t = 0,1,...,7 — 1 stehen dem Investor die im vorherigen Ka-
pitel beschriebenen Investitionsmoglichkeiten in K riskante und eine risikolose
Anlageform zur Verfiigung. Es bezeichne z; = (y;, 2;) € R x R¥ wieder die Por-
tefeuilleentscheidung der Periode ¢ bestehend aus der Investition y; in die sichere
Anlage und dem riskanten Aktienportefeuille z; = (xil), cee xiK))T.

Im Rahmen des Entscheidungsproblems werden die Preise der riskanten Wertpa-
piere in t = 0 wieder als Parameter p € RX betrachtet. Der Investor besitze zu

Beginn der Entscheidungsperiode ein Portefeuille z_; = (y_;,7_;) € R x RE aus

der Vorperiode, dessen Ertrag
w:=Ry_, +p 7_, (3.1)

sein ebenfalls parametrisch gegebenes Vermogen in ¢ = 0 definiert, das zur In-
vestition zur Verfiigung steht.?> Dabei bezeichne R > 0 wieder den Ertrag pro
investierter Einheit in die risikolose Anlageform.

Da annahmegeméf keine Dividendenzahlungen stattfinden, reduziert sich die Un-
sicherheit in der Entscheidungsperiode auf die zukiinftigen ex-dividend Preise
der riskanten Wertpapiere. Der Investor bildet zu Beginn der Entscheidungs-
periode ¢ = 0 Erwartungen in Form einer subjektiven Wahrscheinlichkeitsver-

teilung v € Prob(R%7) der entscheidungsrelevanten Preise py, ..., p;.

23 Mit der OLG-Struktur des Modells ist dies gleichbedeutend mit der Annahme j < .J, d.h.
der Investor gehért in ¢ = 0 nicht der jungen Generation an. Der Fall j = J, bei dem sich das
Verméogen als Anfangsausstattung e(?) > 0 ergibt, erfordert nur geringfiigige Modifikationen.
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Gegeben das Portefeuille Z ; und parametrische Preise p besteht das Entschei-
dungsproblem des Investors in £ = 0 in der Wahl einer selbstfinanzierenden Han-

delsstrategie H (vgl. Abschnitt 2.2) bestehend aus

1. Einer Portefeuilleentscheidung (y, 7o) € R x R¥ fiir t = 0

2. Einer Liste von Portefeuilleplinen (y,(-), z,(+)), t =1, ..., — 1, die fiir jede
Periode t des Planungszeitraumes die geplante Portefeuilleentscheidung als

Funktion der Preise py, ..., p; beschreiben.

Es bezeichne 77 (p,z 1) wieder die Menge der selbstfinanzierenden Handelsstra-
tegien, die dem Investor in ¢ = 0 in Abhéngigkeit von dem Portefeuille Z_; und
den Preisen p in ¢t = 0 zur Verfiigung stehen. Fiir jedes H € J#(p, z_1) definiert

die Zufallsvariable
W;(H,pl) == Ry;1(p]™") +p] 22 (p17) (3.2)

das im Rahmen der gewihlten Strategie erzielte Endvermdgen. Unterstellt man
wieder, dass der Investor gegeben seine Priiferenzen u aus Annahme 2.2 sowie
seine Erwartungen v € Prob(R*7) den Erwartungsnutzen des Endvermdogens

maximiert, so lautet das Entscheidungsproblem in ¢ = 0:

[ v ) vl
max u.d.N. (3:3)
H e 7#(z 1,p).

In den folgenden Abschnitten wird das Entscheidungsproblem (3.10) unter speziel-
len Annahmen bzgl. der subjektiven Verteilung v und der Nutzenfunktion u be-
trachtet. Insbesondere werden dabei die Eigenschaften der multivariaten Normal-

verteilung eine wichtige Rolle spielen. Die folgenden Ausfiihrungen stellen daher
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zunéchst einige wichtige Eigenschaften normalverteilter Zufallsvariablen zusam-
men. In diesem Zusammenhang bezeichne fiir n > 1 M,, C R"*" die Menge aller

symmetrischen, positiv definiten n x n-Matrizen.

Definition 5 Fine Zufallsvariable X = (Xy,...,X,), n > 1, mit Werten in R"
heifit (nichtsingulir) normalverteilt mit Parametern (pu,¥) € R™ x M,,, falls sie
die folgende Gauss’sche Dichtefunktion besitzt:*!

fn : Rn X Rn X Mn — ]R,++ (34)

folz; 1, 2) = cn(B) exp{—%(m —p) ' N2 - ,u)}

[V

wobei ¢, (X) := (21) "2 [det ¥] 2 > 0.

Zwischen der Zufallsvariablen X und den Parametern (u,Y) der Verteilung be-

steht dabei der folgende Zusammenhang:

E[X] = /nxf(fc;u,E)dwzu
E[(X-pw(X—p)'] =5

=
=
i

Die Verteilung einer normalverteilten Zufallsvariable wird daher vollsténdig durch
ihre ersten beiden Momente beschrieben.

Im Folgenden wird fiir n > 1 die Funktion g, : R" x Ry x R" x M,, — Ry

(@) = con{—r—0S e} (3:5)

als Gauss’sche Funktion in x mit Parametern (c, u, Y) bezeichnet. Es gilt somit

der Zusammenhang

fn(x;ﬂa E) = gn(x;cn(z)aﬂaz)a (36)

24 Die Eigenschaft der Nichtsingularitéit der Verteilung ist dabei gleichbedeutend mit der hier
getroffenen Annahme einer positiv definiten Matrix X, siche Tong (1990), Definition 3.2.1.
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d.h. eine Gauss’sche Dichtefunktion ist eine spezielle Gauss’sche Funktion, deren
Integral iiber RX auf eins normiert ist (siche Anderson (1984)).

Im Rahmen der folgenden Ausfithrungen werden zumeist Gauss’sche Funktionen
bzw. Dichten, die auf R¥ definiert sind, betrachtet. Um die Ubersichtlichkeit der
Notation zu erhohen, wird fiir diesen Fall der Dimensionsindex n weggelassen,
d.h. es wird g(-) = gk (+), ¢(*) = cx () und f(:) = fx(-) gesetzt. Als weitere Kon-
vention wird der Parameter ¢ einer Gauss’schen Funktion fiir den Fall ¢ =1 als

Argument vernachlissigt, d.h. es wird g(z; p, ¥) = g(x; 1, u, ) gesetzt.

Das folgende Lemma beschreibt einige wichtige Eigenschaften Gauss’scher Funk-
tionen, die im Verlauf der weiteren Betrachtungen benotigt werden. Dabei wird

fiir eine invertierbare Matrix A die Notation A= := (A7!)T = (AT)~! verwendet.
Lemma 3.1 Gegeben die Definition aus Gleichung (3.5) gilt:

(1) Das Produkt von m > 2 Gauss’schen Funktionen g(x;c®, 9@, Q0)) in x €
R* mit Parametern (¢, 90 QW) € Ryy x RF x Mg, i = 1,...,m ist

wieder eine Gauss’sche Funktion, d.h. es gilt
[To(x:c?,09.09) = g(x;c,9,9). (3.7)

Die Parameter (c,9,Q) € Ry, x R¥ x Mg ergeben sich dabei als

Q = [QO 4 pm1)

9 = QM= 4y -ty
H?’il g(0; c(i), 19(1')’ Q(i))
9(0;9,9) :

(2) Fir das Integral einer Gauss’schen Funktion g(x;c,,Q) gilt:

g(x;¢,9,Q) de = > 0.
ot 0. 00 =
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(3) Fiir beliebiges k € RX und invertierbares A € RX*X gelten die folgenden
Eigenschaften (E1) — (E3) Gauss’scher Funktionen:

(E1) g(z;¢,9+k,Q) = gz —kK;c,0,Q)
(£2) g(x;¢,0,Q) = g(—x;¢,—09,Q)
(ES) g(Al';C,’&, Q) = g(l';C, Ailﬁ,AilﬂAiT)

Beweis: Siehe Anhang A.3.

Aufbauend auf diesen Voriiberlegungen wird die folgende Annahme beziiglich der

subjektiven Erwartungen des Investors gemacht:

Annahme 3.1 Der Investor unterstellt bzgl. der Verteilung v € Prob(R"7) der
Zufallsvariablen py, . .., p; eine nichtsingulire Normalverteilung auf R%7 mit Mo-

menten p € R¥) und © € Mg;. Fiir jedes E € B (R"7) gilt somit:

V(E)z/Eij(p;u,E) dp, peR™M. (3.8)

Aus den oben beschriebenen Eigenschaften der Normalverteilung folgt, dass die
Erwartungen des Investors in ¢ = 0 vollstindig durch die Momente der Verteilung

beschrieben werden, die sich in Blockmatrixschreibweise ergeben als:

241 Yo Xy
p=1_ : | € RM, Y= 1 .| € Mgy (3.9)

14 g X

Dabei definiert der Vektor

w=E[p]eRE, t=1,...,5,
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den subjektiven Erwartungswert des Investors bzgl. der Zufallsvariablen p; und

die Matrix

ZtS:E[(pt_p’t)(pS_l'Ls)T] ERKXKﬂ t,S:]_,...,j,

die subjektive Varianz-Kovarianz-Einschitzung des Investors zwischen den Zu-
fallsvariablen p; und p,. Insbesondere beschreibt ¥;; die Varianz-Kovarianz-Matrix
der Preise p; und ¥, t # s, die Kovarianz-Matrix der Preise p; und p,. Fiir den
Spezialfall ¥, = 0, t # s, werden die Preise der Perioden ¢ und s als unkorreliert
unterstellt.?

Abschlieflend wird die folgende Annahme beziiglich der Priferenzen des Investors

gemacht:

Annahme 3.2 Die Priferenzen des Investors bzgl. des Endvermdgens werden

beschrieben durch die exponentielle von-Neumann-Morgenstern Nutzenfunktion
u:RxRyp — R, (W;a) — u(W;a) = —exp{—aW}.
Hierbei definiert der Parameter a > 0 die Risikoaversion des Investors.

Unter Verwendung der Beziehung (3.8) und der Nutzenfunktion aus Annahme

3.2 kann das Entscheidungsproblem (3.3) in ¢ = 0 wie folgt geschrieben werden:

/KIU(W]-(H,:D{‘);&) frei (0l 1. S) dp]
R~
max w.d.N. (3.10)
H e %(271,])).
Im Folgenden wird die Losung des mehrperiodigen Entscheidungsproblems (3.10)

unter den Annahmen 3.1 und 3.2 mit Hilfe des in Abschnitt 2.4 vorgestellten

rekursiven Ansatzes der stochastischen dynamischen Programmierung betrachtet.

25 Nach Tong(1990), S.31, Theorem 3.3.2 folgt unter der Normalverteilungsannahme sogar die
stidrkere Eigenschaft der stochastischen Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen p; und ps.
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3.3 Das zweiperiodige Entscheidungsproblem

Im Rahmen der Losung des Entscheidungsproblems (3.10) wird zunéichst der Fall
j = 2 betrachtet, d.h. es liegt ein dreiperiodiger Planungszeitraum vor. In diesem
Fall reduziert sich die Erwartungsbildung des Investors in ¢ = 0 auf die unsicheren
Preise (p1,p2) der folgenden beiden Perioden.

Beziiglich der subjektiven Verteilung v € Prob(R?X) wird annahmegemif eine
Normalverteilung unterstellt, die vollstdndig beschrieben wird durch die zugehori-

gen Momente

Sh S
P B I o B D B B I 14 N BN ER T

H2 D2 Yor Yo D2
Gegeben die Momente (u,Y) € R* x My wird durch (3.10) ein zweistufiges
Entscheidungsproblem definiert, das mit dem im vorherigen Kapitel vorgestellten
Ansatz der dynamischen Programmierung gelést werden kann.?® Dazu wird das
zweistufige Problem (3.10) mit dem in Abschnitt 2.4 beschriebenen Vorgehen in
zwei einstufige Probleme zerlegt. Die Losung des Entscheidungsproblems erfolgt

somit wieder in zwei Schritten:

1. Betrachtung des (einstufigen) Entscheidungsproblems fiir ¢ = 1, Ermittlung

der zugehdrigen Wertfunktion.

2. Losung des Entscheidungsproblems fiir ¢ = 0 unter Verwendung der Wert-
funktion aus Schritt 1.

Im Rahmen dieses zweistufigen Vorgehens ist es analog zu Abschnitt 2.4 wieder
erforderlich, die gemeinsame Verteilung v der Zufallsvariablen (py, po) zu faktori-

sieren und in bedingte Verteilung und Randverteilung zu zerlegen. Dazu werden

26 Fiir die im Folgenden betrachtete Losung des Entscheidungsproblems werden die Momente
(1, X) aus (3.11) als gegebene, fixe Groflen unterstellt.
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die folgenden Parameter definiert, die sich aus den Verteilungsmomenten (3.11)
ergeben und damit im Rahmen des Entscheidungsproblems ebenfalls fixe Groflen

sind:

B2 = 2212;11 € RKXK
By = pg— Bopy € R¥ (3.12)
22 = 222 — 32212 € MK

Unter Verwendung dieser Definitionen beschreibt das folgende Lemma die Fak-

torisierung der Verteilung v.

Lemma 3.2 FEs seien die Zufallsvariablen (p1, p2) gemeinsam normalverteilt mit

den Momenten (1, %) € R*E x Myg aus (5.11). Dann gilt:

(1) Die gemeinsame Verteilung v € Prob(R*X) lisst sich zerlegen in eine be-
dingte Verteilung Q) : RX x B(RX) — [0, 1] der Zufallsvariablen py und
eine Randverteilung Q) : B(RK) — [0,1] der Zufallsvariablen p,. Fiir
jedes E € B(R*) gilt die Zerlegung

v(E) = /}RK /]RK 1(p1, p2) QP (p1, dp2) QW (dp,) (3.13)

(2) Die bedingte Verteilung QY der Zufallsvariablen ps ist gegeben durch eine

Normalverteilung auf R mit bedingten Momenten (o)1, X2) wobei
pon = B2+ Bapi. (3.14)

Die Parameter By € RE, By € RE*K und X9 € Mg ergeben sich dabei mit

(3.12) aus den Momenten (1, %) der gemeinsamen Verteilung.

(8) Die Randverteilung Q) der Zufallsvariablen py ist gegeben durch eine Nor-

malverteilung auf RX mit Momenten (ju1,%1,), die sich aus (5.11) ergeben.
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Beweis: Siehe Anhang A 4.

Fiir jedes E € B(R®) und jede Realisation p; € R¥ liefert die bedingte Verteilung

Q(2) (p1, B) = /Ef(P; By + Bapi, Xy) dp (3.15)

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses p, € E, gegeben dass vorher die Realisation
p1 beobachtet wurde. Man erkennt aus (3.14), dass der bedingte Erwartungswert
p2)1 eine lineare Funktion in p; ist, die bedingte Varianz-Kovarianzmatrix X, da-
gegen ausschliefllich von der Varianz-Kovarianz-Matrix > der gemeinsamen Ver-
teilung bestimmt wird. Somit kann Q) als Abbildung Q® : R — Prob(RX)
aufgefasst werde, die eine Normalverteilung der Zufallsvariablen p; mit einem in
p1 parametrisiertem Erwartungswert o definiert.

Die sich aus der Faktorisierung (3.13) ergebende Randverteilung

Q(E) = /E (s, Snn) dp (3.16)

definiert fiir jedes £ € B(RX) die Wahrscheinlichkeit, dass p; € F unabhingig
von der Realisation von ps.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich, dass unter den gemachten Annahmen
sowohl die bedingte Verteilung (3.15) als auch die Randverteilung (3.16) nicht-
singuldr sind, d.h. die Matrizen ¥y aus (3.12) und X;; sind beide positiv definit

und symmetrisch.

Lemma 3.3 FEs sei A € M,, eine symmetrische, positiv definite Matriz, die par-
. All Al? R . .
tittoniert werde als A = wobei die Blockmatrizen Ay, und Ass beide

Ay Ay
quadratisch seien. Dann sind die Matrizen A1, Asg und Ay = Agy — A21Af11A12

alle ebenfalls symmetrisch und positiv definit.

Beweis: Siehe Oulette (1981), S.208, Korollar 3.1.
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Schritt 1: Entscheidungsproblem fiir t = 1

Aufbauend auf diesen Voriiberlegungen wird in einem ersten Schritt zunéchst das
Entscheidungsproblem fiir ¢ = 1 betrachtet (vgl. Abschnitt 2.4). Gegeben sei eine
parametrische Realisation der Preise p; und eine Portefeuilleentscheidung (yo, o)
aus der Vorperiode, deren Ertrag w, := Ryo + x4 p; das (ebenfalls parametrisch
gegebene) Vermogen des Investors in ¢ = 1 bestimmt.

Die Erwartungen bzgl. der Zufallsvariablen p, werden fiir parametrisches p; durch
die mit Gleichung (3.15) definierte, bedingte Verteilung Q® (py, -) mit zugehori-
ger Dichtefunktion f(-; s+ Baopy, Xa) beschrieben. Die Parameter (5, Ba, Xs) €
RE x REXK x My ergeben sich dabei mit Gleichung (3.12) aus den Momenten
(i, X)) der gemeinsamen Verteilung.

Gegeben parametrische Preise p; € R¥ und ein Vermégen w; € R reduziert sich
das Entscheidungsproblem in ¢ = 1 auf die Wahl eines erreichbaren Portefeuilles
(x1,41), das den Erwartungsnutzen des Endvermodgens maximiert. Das Entschei-

dungsproblem in ¢ = 1 lautet somit:

/K u(Ry + x"p;a) f(p; B+ Bapi, Xo) dp
R
max w.d.N (3.17)

T,y

y+z'pr=w.

Aus (3.17) ergibt sich die Zielfunktion

Uiz, y;p) = /K u(Ry + z'p; a) f(p; P2 + Bap1, X2) dp, (3.18)
R

die den Erwartungsnutzen des Endvermogens als Funktion der Portefeuilleent-
scheidung in ¢ = 1 sowie der parametrisch gegebenen Preise p; definiert und
daher im Weiteren als Erwartungsnutzenfunktion der Periode ¢ = 1 bezeichnet
wird. Das folgende Lemma liefert eine wichtige Vereinfachung fiir Integralfunk-

tionen der Form (3.17):
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Lemma 3.4 Seien (0,0) € R¥ x Mg, ¢ > 0 und a > 0 gegeben. Dann gilt fiir

die Funktionen u(-; ) und g(-;¢,0,0) die folgende Transformationsbeziehung:

/ u(Ry +z"p;a)g(p;c,0,0)dp = ‘ (Ry +a2'h— 2Te x; a) (3.19)
REK C(@) 2

Beweis: Der Integralkern u(Ry+x " p; ) g(p; e, 0, ©) ist das Produkt zweier Expo-
nentialfunktionen u(-; &) und g(+; ¢, 0, ©), deren Exponenten als Summe geschrie-

ben werden konnen. Man erhalt somit:

1
Ry + 2 pia) g:c.0.0) = —cexp { ~a(Ry+7p) — (o - 00" (1-0) .

Unter Ausnutzung der Symmetrie der Matrix © ! = ©~ " kann der Exponent wie

folgt umgeschrieben werden:2’
—a(Ry+a"p) - 3(p—0)"0" (p—10)

= —aRy — 3 [(p — (0 —aBz)) O Yp— (- aOx)) + 20270 — aZ:ET@x]

= —a(Ry+270—2270z) - [(p— (0 — 0O2)) O (p— (0 — a@:z:))] .

Fiir den Integralkern in (3.19) gilt somit die folgende Zerlegung:
u(Ry +z'p;a)g(p;c,0,0) = u(Ry +2'6 —%xT@x; a) g(p;c,0 — aOx,0).(3.20)

Da der erste Faktor unabhéingig von der Integrationsvariablen p ist, folgt die Be-

hauptung durch Einsetzen von (3.20) in (3.19) und mit Lemma 3.1 (2). |

In allen Optimierungsproblemen, die in diesem und den folgenden Abschnitten

betrachtet werden, wird die Zielfunktion stets in eine Form gebracht, die eine

2T Fiir die folgenden Umformungen wurden die die Zusammenhinge (AT)"! = (41T,
(AB)™! = B 'A~! fiir quadratische Matrizen A, B und (AB)" = BT AT fiir beliebige
Matrizen A, B ausgenutzt.
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Anwendung von Lemma 3.4 erlaubt. Im vorliegenden Fall erhilt man die Er-
wartungsnutzenfunktion Uy (x, y;py) aus (3.17) mit (3.6) durch Anwendung von
Lemma 3.4 (setze dazu 0 = By + Bopy, © = X9, ¢ = ¢(X2) und o = a) als

a
Uil(z,y;p1) = wu (Ry + 27 (By + Bopr) — §$TZ2$; a) . (3.21)

Das Entscheidungsproblem (3.17) lautet somit:

a
u (Ry + 27 (By + Bapy) — ngng; a)
max u.d.N. (3.22)
Y,r
y+az'p=w.
Das folgende Lemma beschreibt allgemein die Losung von Entscheidungsproble-

men der Form (3.22) sowie eine Eigenschaft des Maximums, die im weiteren

Verlauf benétigt wird.

Lemma 3.5 Seien (0,0) € RE x Mg, ¢ > 0, a > 0 sowie Preise p € RE und

Vermdgen w € R gegeben. Dann gilt:

(1) Das Entscheidungsproblem

cu (Ry +2'6— %xT@ x; a)
max u.d.N. (3.23)
.y
y+z'p=w

besitzt eine eindeutige Lisung (2*,y*) € RE x R der Form:

Tr = lG)’I(H—R]o)
o

* T ,.x

Yy o= w—p xr.

(3.24)
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(2) Das Mazimum
* * *T QT *
ut o= cu(Ry +x 9—§x O ;a)
des Entscheidungsproblems (3.23) lasst sich schreiben als
u* = u(w;aR) g(Rp;c,6,0). (3.25)
Bewesis:
(1) Fiir festes ¢ > 0 und o > 0 ist die Maximierung der Funktion
Tg_ % T ) — _ Tyg_ QT
culRy+z 0 5% Ox;a) =—cexpy—a|Ry+z 0 5% Ox);.

aufgrund der strikten Monotonie der Funktion cu(+; ) &quivalent zur Maxi-
mierung der Funktion (z,y) — Ry +a2'60 — %xTG) x. Aus der zugehorigen

Lagrange-Funktion
L(z,y;)):=Ry+2z2"60— %xT@ z+MNw—2"p—y)
erhélt man iiber die Bedingungen erster Ordnung
G—Oz@x—)\péo und R — )\ =0.

und mit der Nebenbedingung y + z"p = w die Losung (3.24).

(2) Durch Einsetzen der Losungen in die Zielfunktion ergibt sich unter Ausnut-

zung der Symmetrie der Matrix © das Maximum u* als:

uw = cu (Ry* + 27 — %x*T@ x; a)

= cu (Rw +2*7(0 — Rp) — %x*T@ x a)
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1

= cu<Rw+%(9—Rp)T@_l(9—Rp);a>
1

= cu<Rw+%(Rp—0)T®_l(Rp—9);a>

= u(w;aR) g(Rp;c.0,0)

woraus die Behauptung (2) folgt. |

Im vorliegenden Fall erhélt man die Losung des Entscheidungsproblems (3.17)
mit Lemma 3.5(1) (setze dazu ¢ =1, 0 = 53 + Bopy, © = X9, @ = a sowie p = py
und w = w;) wie folgt als Funktion der parametrisch fixierten Preise p; € R¥

sowie des Vermdgens w; € R:

1
ri(wi,p1) = 5251 (B2 + Bapr — Rpy) (3.26)
1
= 522_1 (52 - A1p1)
yi(wi,pr) = wi—p|aj(wi,p1). (3.27)

Hierbei ergeben sich die Parameter (f,, By, ¥2) mit Gleichung (3.12) und es gilt
Ay = [RIg — By] € RF*K, (3.28)

Insbesondere erkennt man, dass die Losung (3.26) unabhéngig von dem Vermogen
wy ist. Da das Entscheidungsproblem (3.17) fiir jedes (w1, p1) eine Losung besitzt,
ist die Wertfunktion

Vi(wy,p1) = I%%X{Ul(x;%pl) ‘ y+az'p = wl} (3.29)

wohldefiniert und liefert den in (wy, py) parametrisierten, maximalen Erwartungs-
nutzen der Periode ¢t = 1. Durch Einsetzen der Losungen (3.26), (3.27) in die Er-

wartungsnutzenfunktion (3.22) erhilt man die Wertfunktion (3.29) mit Lemma



3.3 Das zweiperiodige Entscheidungsproblem 54

3.5(2) (setze dazu wieder ¢ = 1, 0 = [y + Bop;, © = ¥y, @ = a, p = p; und
w = wy) und der Eigenschaft (F1) aus Lemma 3.1(3) explizit als

Vi(wi,p1) = wu(wy;aR) g(Rpy; By + Bopy, 2s) (3.30)

= u(wi;aR) g(Aipy; o, o).

Fiir das weitere Vorgehen ist es erforderlich, den Ausdruck g(A;p;; 2, %s) in
(3.30) in eine Gauss’sche Funktion von p; zu transformieren. Dies erfordert mit
der Eigenschaft (E3) in Lemma 3 die Annahme, dass die Matrix A; aus (3.28)
invertierbar ist.?® Unter dieser Annahme erhilt man die Wertfunktion als Resultat

des ersten Schrittes als

Vi(wi,pr) = w(wy;aR) g(pi; v, ), (3.31)
wobei

9, = A7'B (3.32)

Q= AT'S,ATT € M. (3.33)

Insbesondere ist die Matrix €2; symmetrisch und positiv definit da >, symme-

trisch und positiv definit und die Matrix A; nichtsingular ist.

Schritt 2: Entscheidungsproblem in ¢ =0

In einem zweiten Schritt wird nun das Entscheidungsproblem fiir ¢t = 0 betrach-

tet. Der Investor besitzt in ¢ = 0 annahmegeméf ein Portefeuille (y_1,7_1) aus

28 Dies ist dquivalent zu der Annahme, dass R kein Eigenwert der Regressionsmatrix By ist.
Die Invertierbarkeit der Matrix A; ist erfiillt, wenn die Norm der Matrix %BQ hinreichend
klein ist, siche Halmos (1974). Dies ist insbesondere fiir X9y = 0 = By = 0 der Fall.



3.3 Das zweiperiodige Entscheidungsproblem 55

der Vorperiode, das sein parametrisch gegebenes Vermogen w mit Gleichung (3.1)
definiert. Das Entscheidungsproblem in ¢ = 0 bei Planungshorizont ;7 = 2 besteht
geméf (3.10) in der Wahl einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie bestehend
aus einer Portefeuilleentscheidung (zg, yo) fiir ¢ = 0 und einem Plan (x(-),y1(-))
fiir t = 1.

Gegeben die Wertfunktion Vi (wy, p1) aus (3.31) gilt nun analog zu den Ausfiihrun-
gen in Abschnitt 2.4 (vgl. (2.10)) wieder das folgende Optimalitétsprinzip:

max {/U(WQ(H,pf))u(dpf)} = max {/v1 (Ry+z'p,p) Q<1>(dp)}.

He A (2-1,p,d) | JR2K y+zTp=w | JRK

Die Randverteilung Q) der Zufallsvariablen p; ergibt sich dabei mit Gleichung
(3.16). Gemifl dem Optimalitéitsprinzip kann die optimale Portefeuilleentschei-
dung der Periode ¢t = 0 somit unter Verwendung der Wertfunktion V;(wy, p;) als

Losung des folgenden, einstufigen Entscheidungsproblems ermittelt werden:

/K Vi (Ry +2"p,p) QW (dp)
max ) u.d.N. (3.34)
y+z'p=w
Die Zielfunktion des Entscheidungsproblems (3.34) kann unter Verwendung der
Dichtefunktion aus (3.16) wie folgt geschrieben werden:

Us(z,y) = / Vi(Ry +z'p,p) f(p; 1, S11) dp. (3.35)
]RK

Um eine Losung des Entscheidungsproblems (3.34) zu erhalten, muss die Er-
wartungsnutzenfunktion (3.35) wieder so transformiert werden, dass Lemma 3.4
angewandt werden kann. Dazu nutzt man die spezielle Struktur des Integralkerns
in (3.35) aus. Unter Verwendung der Beziehung (3.6) und (3.31) hat dieser die
Form:

Vi(Ry +a"p,p) f(p; i, 211) = u(Ry + 2" p; Ra) g(p; 1. 1) g(p; e(Xn1), i, Bua)

~~

I 11 117
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Unter Anwendung von Lemma 3.1(1) ldsst sich das Produkt der Gauss’schen

Funktionen /7 und I71 schreiben als:

\9(2%191,91)/\9(235C(Ell)a/llaznl = 9(20501;91,@1)- (3-36)
7 1

Hierbei ergibt sich die Matrix ©; € My mit Lemma 3(1) und Gleichung (3.33)

als

0, = [on +97]"
= SR AT A (3.37)

und der Vektor §; € R¥ mit den Gleichungen (3.12), (3.28) und (3.32) als

b = O [S7  + Q7]
= @1 [2;11/11 + AIZ;IﬁQ]
=+ [0:14] 53] (g2 — Rpn). (3.38)

Weiter gilt fiir die Konstante ¢; geméfl Lemma 3.1(1):

9(0; v, Ql) 9(05 0(211), M1, E11)

cp = > 0.
! 9(0;91,@1)

Mit dieser Transformation hat der Integralkern in (3.35) nun die Form
Vi(Ry +2"p,p)f(p; 1, 201) = u(Ry +2"piaR) g(pici,01,01).  (3.39)

Durch Einsetzen von (3.39) in (3.35) und Anwendung von Lemma 3.4 ergibt sich

die Erwartungsnutzenfunktion (3.35) als:

R
Us(z,y) = ﬁ u (Ry i %xT@l z; aR) : (3.40)
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Das Entscheidungsproblem (3.34) kann daher geschrieben werden als:

cy T alR +
— R 0, — —z O, x;aR
0(91)u< y—+x 0 2:1: 1T;a )

y!l

y+a'p=w.

Fiir gegebene Erwartungen (1, ) € R?X x My und feste Preise p € RE erhilt
man die Losung des Problems (3.41) mit Lemma 3.5(1) als
1

T aR@fl(ﬂl—Rp) (3.42)

* T %
Yo = W —P Ty,

Hierbei ergeben sich die Parameter (0;,0;) € R x My aus (3.37) und (3.38).
Man beobachtet, dass ©; als Summe zweier symmetrischer, positiv definiter Ma-
trizen selbst eine symmetrische, positiv definite Matrix ist, deren Eintrédge sich
mit (3.12) und (3.28) ausschliefilich aus der Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ der ge-
meinsamen Verteilung ergeben.

Im Gegensatz dazu wird der mit Gleichung (3.38) definierte Vektor #; sowohl von
dem Erwartungsvektor p als auch von der Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ aus (3.11)
bestimmt. Insbesondere ist 6; mit (3.38) eine lineare Funktion der Komponenten

1 und po des Erwartungsvektors.

Im Rahmen der bisherigen Betrachtungen waren die Momente (u,Y) € R2?% x
Moy aus (3.11) gegebene, feste Grofien, die der Investor zu Beginn der Entschei-
dungsperiode gebildet hat (vgl. Fuinote auf Seite 46). Bei der Losung des Ent-
scheidungsproblems wurde unterstellt, dass die Blockmatrixeintriige Yo = 2,
und Xy; der Matrix ¥ aus (3.11) so beschaffen sind, dass R kein Eigenwert der
Regressionsmatrix By = Y9, 577" aus (3.12) ist, so dass die Matrix 4, = RIx — B,
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aus (3.28) invertierbar ist.?’

Um sicherzustellen, dass die Losung (3.42) des Entscheidungsproblems fiir alter-
native Erwartungsparameter (4, 3) wohldefiniert ist, muss die Menge der zuléssi-
gen Varianz-Kovarianz-Matrizen somit entsprechend eingeschrinkt werden. Be-
zeichnet man mit die Menge aller Varianz-Kovarianz-Matrizen, fiir die die obi-
ge Invertierbarkeitsbedingung erfiillt ist, mit Mgfl? C Mg, so lisst sich das

Hauptresultat dieses Abschnittes in dem folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 3.1 FEs seinen die Annahmen 3.1 und 3.2 beziiglich Erwartungen und Prdfe-
renzen erfillt. Dann lisst sich die Aktiennachfrage eines Investors in t = 0 mit
Planungshorizont j = 2 als Funktion seiner Erwartungen (u,Y) € RN x Mg’,?

sowie der Preise p € R¥ schreiben als Abbildung

¢ R xR x MB) — RX (3.43)
D— 1 7]‘
o1 T) = —[OE)] " (0 (1) - Rp).

Hierbei bezeichnen

0: MY Mg, L0 (%) (3.44)
und

0: R x MU s RE, (1,%) — 0 (1, %) (3.45)

stetige Abbildungen, die sich unter Verwendung von (3.28) und (3.12) explizit

ergeben als

O = [Sh+4754,]7" (3.46)

0(1,2) = i +O(2)A] S (2 — Run). (3.47)

29 Dies ist beispielsweise fiir Yoy = 0 erfiillt.
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Insbesondere impliziert Satz 3.1, dass die Nachfrage eines zweiperiodig planen-
den Investors in ¢ = 0 der eines myopisch handelnden Investors entspricht, dessen
Risikoaversion gegeben ist durch a? > 0 und dessen Erwartungen beziiglich der
Preise p; der Folgeperiode gegeben sind durch die Momente E [p;] = 6 (11, ¥) und
V [p1] = ©(E) (vgl. Bohm & Chiarella (2000)).

Unter Verwendung der Gleichungen (3.46) und (3.47) kann die Nachfragefunktion
(3.43) explizit geschrieben werden als:

1 _ _ _
e(p, %) = ﬁ([znl +ATS A (= Rp) + AT S5 (s — RMI))- (3.48)

Fiir den Spezialfall, dass die Zufallsvariablen p;, p, als unabhingig unterstellt
werden, gilt in (3.11) X9 = X9y = 0. In diesem Fall folgt aus (3.28) und (3.12)
Ay = RIk und X5 = Y99, so dass sich (3.48) vereinfacht zu

1 (1., 171 A
elp. X)) = - 5211 (11 — Rp) + P ﬁzm L Rp
1 - 1 e
= R (2111(111 — Rp) + {ﬁzm] (Eﬂ? — Rp)) .

Die Nachfrage eines zweiperiodig planenden Investors ergibt sich in diesem Fall
als Summe zweier einperiodiger Nachfragen mit Momenten (p9,31;) bzw. dis-
kontierten Momenten (%ug, %222) und entsprechend skalierter Risikoaversion

alRR.
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3.4 Das j-periodige Entscheidungsproblem

Aufbauend auf den Uberlegungen des vorherigen Abschnittes wird im Folgenden
die Losung des Entscheidungsproblems (3.10) fiir beliebiges aber festes j > 0,
d.h. fiir einen beliebigen (endlichen) Planungszeitraum, betrachtet. Mit dem in
Abschnitt 2.4 beschriebenen Ansatz der dynamischen Programmierung wird da-

bei das j-stufige Entscheidungsproblem (3.10) in j einstufige Probleme zerlegt.

Die Erwartungen des Investors in ¢ = 0 beziiglich der Preise p;,...,p; sind an-
nahmegeméif gegeben durch eine multivariate Normalverteilung v € Prob(RE7) .
Diese Verteilung wird vollstindig beschrieben durch die zugehorigen Verteilungs-
momente (p,Y) € R* x My, die sich aus Gleichung (3.9) ergeben und die im
Rahmen des Entscheidungsproblems als gegebene, fixe Gréfien betrachtet werden.
Im Rahmen der rekursiven Losung ist es analog zum vorherigen Abschnitt erfor-

derlich, fiir jede Periode t = 1,-- -, j die bedingte Verteilung der Zufallsvariablen

p; gegeben eine Realisation der Preise py,...,p;_1 zu beschreiben. Fiir die weite-
ren Betrachtungen wird fiir ¢ = 1, ..., 5 die Kurzschreibweise
m Yo Xy
pho=1 ¢+ [eRf  Si=1] ¢ . 1 | €My (3.49)
L Yoo Xy
verwendet. Darauf aufbauend werden fiir t = 2, - - -, j analog zum Fall j = 2 (vgl.

(3.12)) die folgenden Parameter definiert, die sich aus der Partitionierung der
thl ST
1 t

Matrix X! = mit S; 1= [Sp1 ... Bpy1] € REXEED ergeben:
St Ett
B, = S[=Y7 eRExKCY
By =y — Byt c R¥, t=2-,7. (3.50)

Yy o= Yy - S [BUTNS] e ME
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Mit diesen Definitionen beschreibt das folgende Lemma eine Faktorisierung der

Verteilung v fiir den j-periodigen Fall.

Lemma 3.6 Es sei die gemeinsame Verteilung v € Prob(R*7) der Zufallsvaria-
blen (p1,--+,p;) gegeben durch eine multivariate Normalverteilung mit den Mo-

menten (p,X) € R* x Mg, aus (3.9). Dann gilt:

(1) Die gemeinsame Verteilung v lisst sich zerlegen in j — 1 bedingte Verteilun-
gen QW : RKENx B(RX) — [0,1],t = 2,---,j sowie eine Randverteilung
QW : B(R®) — [0,1], so dass fiir jedes E € B(RX7) die Zerlegung gilt:

V(E) = /RK c /RK 1E(p1, T ,Pj)Q(j)(PTI, dpj) e 'Q(2) (101, dp2)Q(1)(dp1)-

(2) Fiirt=2,---,j ergibt sich die bedingte Verteilung Q) (pi™",-) der Zufalls-
variablen p; mit den Parameterdefinitionen aus (3.50) als nichtsinguldre

Normalverteilung auf R mit bedingten Momenten (tutft—1. 24¢), wobei
Hiji—1 = B+ B (3.51)
Fiir jedes E € B(RX) und jedes pi=" € RE1 gilt somit

QU B) = [E F(p: B+ B~ %) dp. (3.52)

(3) Die Randverteilung QW der Zufallsvariablen p, ist gegeben durch eine Nor-
malverteilung auf R mit zugehirigen Momenten (u1,%11) € RS x My,

die sich aus (3.9) ergeben. Fiir jedes E € B(RX)gilt somit
QV(E) = / f(p; 1, 211) dp. (3.53)
E

Beweis: Siehe Anhang A.5.
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Insbesondere folgt mit (3.50) aus Lemma 3.3, dass die bedingte Varianz-Kovarianz-
Matrix ¥, fiir t = 2, .-+, 7 eine symmetrische, positiv definite K x K Matrix ist,

die sich ebenso wie die Regressionsparameter (By, 3;) ausschliefllich aus den Mo-

menten (3.9) der gemeinsamen Verteilung ergibt. Weiter ist fiir t = 2,---,j der
bedingte Erwartungswert zi);_; eine lineare Funktion der Preise py,- -, p;_1.
Zerlegt man fiir jedes ¢t = 2,--+,j die Regressionsmatrix B, € RE*K(1 aug

(3.50) in K x K Blockmatrizen, d.h.
B, =BV ... BV, BYeRFK j=1,... t-1, (3.54)

so lasst sich der bedingte Erwartungswert der Zufallsvariablen p, aus Gleichung

(3.51) komponentenweise schreiben als:
Heji—1 = B + Bgl)ptq + ...+ B,Et_l)pl. (3.55)

Darauf aufbauend wird fiir die folgenden Betrachtungen die Notation

/8t+Bt(k)pt—k+...+Bt(t_1)p1 k:]_’...,t_]_

Pt~k = 5 L (3.56)
t =1

verwendet.

Mit diesen Voriiberlegungen kann das Entscheidungsproblem (3.10) im Folgenden
mit dem in Abschnitt 2.4 vorgestellten rekursiven Verfahren gelést werden. Dazu
wird das j-stufige Entscheidungsproblem (3.10) in j-einstufige Probleme zerlegt.
Beginnend mit der vorletzten Periode t = j — 1 und Vj(w;, p]) = u(w;; a) wird fiir

jedes t = 1,--+,7 — 1 ein einstufiges Entscheidungsproblem der folgenden Form

betrachtet:
/K V;H—l (R?J + l‘Tpa ptla p) Q(t+1) (p)ia dp)
R
max u.d N (3.57)

y+zp = w.
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Die Preise py, . .., p; werden dabei ebenso wie das Vermogen w; := Ry; 1+, |p;,
das aus einem gegeben Portefeuille der Vorperiode resultiert, als parametrisch ge-
geben unterstellt. Die bedingte Verteilung QY (pt,-) der Zufallsvariablen p;,
ergibt sich in diesem Zusammenhang mit Gleichung (3.52).

Unter der Annahme, dass (3.57) fiir jedes ¢ eine Losung besitzt, erhélt man ei-
ne Folge von Wertfunktionen V;(wy,pt), ¢ = 1,---, 7, die sich rekursiv aus der

folgenden Gleichung (vgl. (2.13)) ergeben:

Vi(wy, pl) = mayX{/ Vi (Ry + z"p,pl,p) QU (0l dp) [y + 2 p = wy } (3.58)
z, R

Unter Verwendung der Wertfunktion V;(ws,p;), die sich im letzten Rekursions-
schritt ergibt, kann das optimale Portefeuille fiir ¢ = 0 analog zum Fall j = 2
als Losung eines einstufigen Entscheidungsproblems ermittelt werden. Dabei wird
wieder das in Abschnitt 2.4 beschriebene Optimalitétsprinzip (vgl. (2.14))

e jggg_fp,d){ /R u (Wj(H, ) V(dp{)} = max w{ /}R Vi (Ry +2p,p) Q“)(dp)}
ausgenutzt.

Um die optimale Portefeuilleentscheidung fiir ¢ = 0 mit Hilfe der rekursiv definier-
ten Wertfunktion Vj(wy,p;) zu ermitteln, ist es erforderlich, induktiv fiir jeden
Zeitpunkt t = 1,---,j — 1 die zugehorige Wertfunktion V;(wy, p}) zu beschreiben.

Das weitere Vorgehen erfolgt nun in drei Schritten:

1. Betrachtung des Entscheidungsproblems (3.57) fiir ¢t = j — 1, Ermittlung
der zugehorige Wertfunktion V;_;(w;_y,pl™").

2. Betrachtung des Entscheidungsproblems (3.57) fiir beliebiges ¢, Ermittlung

der Wertfunktion V;(wy, p}) im Rahmen eines Induktionsschrittes.

3. Losung des Entscheidungsproblems fiir ¢ = 0 unter Verwendung der Wert-

funktion Vi (wy, p1).



3.4 Das j-periodige Entscheidungsproblem 64

Schritt 1: Entscheidungsproblem in ¢t =j — 1

In einem ersten Schritt wird das Entscheidungsproblem fiir ¢ = j — 1, d.h. in der
vorletzten Periode des Planungszeitraumes, betrachtet. Gegeben sei eine parame-
trische Realisation der Preise py, ..., p;_1 und ein Portefeuille (z;_s,y;_2) aus der
Vorperiode, dessen Ertrag w;_; := Ry;_o + xj-tgpj,l das (ebenfalls parametrisch
gegebene) Vermogen des Investors definiert.

In ¢ = j — 1 reduziert sich das Entscheidungsproblem auf die Wahl einer er-
reichbaren Portefeuilleentscheidung (z;_1,y;_1), die den Erwartungsnutzen des
Endvermdégens maximiert. Unter Verwendung der mit (3.52) definierten beding-
ten Verteilung QW) (p!~", ) der Zufallsvariablen p; mit zugehoriger Dichtefunktion
£ B8; + Bjp)~", ;) erhilt man das Entscheidungsproblem (3.57) fiir t = j — 1

als:

/K w(Ry + = p;a) f(p; B + B;pl~", %) dp
R

max u.d.N (3.59)

y+a'pi1 = w1

Mit (3.6) und Lemma 3.4 kann die Zielfunktion des Problems (3.59) geschrieben

werden als

Ui (z,y;p07") = /K w(Ry + " p;a) g(p; c(Z)), B; + Bjpl~', ;) dp
R

= u (Ry +a2"(8; + Bjp, ") - % 'Y @ a) : (3.60)

Das Entscheidungsproblem (3.59) erhélt man somit als:

a

u (Ry + xT(ﬁj + ij]fl) 5
mex W N (3.61)

Y,z

xTEj T; a)

y+api = w1
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Die Losung des Problems (3.61) ergibt sich mit Lemma 3.5(1) wie folgt als Funk-

tion der parametrisch fixierten Variablen w;_; und py,...,p;_1:
. 1 .
v (wi,pl”l) = pra "(B;+ Bipi™' — Rpj_1) (3.62)
y;fl(wjflapjl;l) = Wj-1— p;rflx}(fl(wjflap{il) (3.63)

Mit der Zerlegung (3.54) der Matrix B; in Blockmatrizen B]("), n=1---,7—1
lasst sich die Losungsfunktion (3.62) mit der Notation aus (3.56) schreiben als

* j— I 1
7wl = =2 (e — AV pi ) (3.64)
mit A, = |RIc - BY| ¢ RFK. (3.65)
Einsetzen der Losungen (3.63) und (3.62) bzw. (3.64) in (3.60) liefert mit Lemma

3.5(2) (setze dazu c =1, 0 =3%;, 0 = p;-1 = f; + ij{_l, a=a,p=p;_;und
w = w;_1) und der Eigenschaft (E1) aus Lemma 3.1 die Wertfunktion

Via(wj,p]") = fggX{Ujfl(ffay;Pfl) y+a'pi= wj,l} (3.66)
= U(wj—l; aR) Q(Rpj—l; Hhilj—1, Zj)
= u(wj,l; aR) g(Ag-l_)lpj,l; Il i—25 2j>.
Unter der Annahme, dass die Matrix Agl_)l aus (3.65) invertierbar ist, ergibt sich

aus (3.66) die Wertfunktion der Periode ¢ = j — 1 mit der Eigenschaft (E3) aus

Lemma 3.1 als Resultat des ersten Schrittes als:

Visi(wj_i,p]™") = U<wj—1; GR) g(pj—1; V-1, Qj—1> (3.67)
mit ¥;_; = Ag-l_)_lllj\j—2
1)-1 1)-T
Q. = AU AT
Dabei sind die Terme f1;);_5 bzw. ¥;_; (lineare) Funktionen der Preise py, ..., p;j_s.

Weiter ist die Matrix €2;_; symmetrisch und — mit der Invertierbarkeit der Matrix

Agljl — positiv definit.
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Schritt 2: Entscheidungsproblem fiir beliebiges ¢, Induktionsschritt

Ziel des folgenden Abschnittes ist es, fiir jeden Zeitpunkt ¢ = 1,---,5 — 1 die
Form der zugehorige Wertfunktion Vi (wy, pi) zu beschreiben. Um dabei sicherzu-
stellen, dass die Wertfunktionen auf jeder Stufe wohldefinierte Objekte sind, ist

die folgende Invertierbarkeitsannahme erforderlich.?°

Annahme 3.3 Gegeben die Regressionsparameter aus (3.50) sind auf jeder Stufe
t=1,---,5 — 1 die Matrizen

1 n=>0
ORI 1 (3.68)
Rrlg —R'BY — B =1, j—t
fiir jedes n =1,---,7 —t nichtsinguldr und damit invertierbar.

Aufbauend auf Annahme 3.3 werden fiir die weiteren Betrachtungen unter Ver-
wendung der Gleichungen (3.50), (3.55), (3.56) und (3.68) fiir ¢t = 1,---,j die

folgenden Parameter definiert:

ﬁgn) = Aﬁn)ilﬂwn\t—l

o = ATy, AT n=0,1--,j—t (3.69)
0

Ct .

([Tl )

Man beobachtet mit Gleichung (3.56), dass die Terme 19§”) lineare Funktionen der
Preise pq, - - -, p;—1 sind, die Matrizen QE") sich dagegen ebenso wie die Parameter
™ iiber (3.50) und (3.68) ausschlieBlich aus der Varianz-Kovarianz-Matrix ¥

der gemeinsamen Verteilung ergeben. Insbesondere sind die Qg“) symmetrische,

30 Man ersieht aus Gleichung (3.67), dass diese Annahme fiir ¢ = j — 1 und die Matrix A;i)l
aus (3.65) bereits unterstellt wurde.
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positiv definite K x K Matrizen und die Parameter ci”) strikt positive reele Zahlen.

Unter Verwendung der Parameterdefinitionen (3.69) liefert der folgende Satz die

Form der mit (3.58) rekursiv definierten Wertfunktionen.

Satz 3.2 Es sei Annahme 3.3 erfillt. Dann sind die mit Gleichung (3.58) rekur-
siv definierten Wertfunktionen Vi(w;,pt), t =1,-+-,7 — 1, wohldefiniert und mit
den Parameterdefinitionen (3.69) von der folgenden Form.:

V}(wt,pﬁ) = u(wt:aRj’t) g (pe; ¢, 0y, ) (3.70)

j— -1

S

n=1

it

0, = Z (3.71)
=1

Hn 19(0 Ct ,ﬁgn),an))

(Uaﬁtagt)

mit Qt =

Cy =

Beweis: Mit Gleichung (3.67) ist die Behauptung (3.70) fiir t = j — 1 erfiillt. Um
die Aussage durch vollstindige Induktion zu zeigen, wird das mit (3.57) definier-
te Entscheidungsproblem fiir beliebiges ¢ € {1,---,j — 2} unter der Annahme
betrachtet, dass die Behauptung fiir die Wertfunktion Vi, (w1, pt™"') erfiillt ist.

Die Induktionsannahme lautet also:

Vipr(weg, o) = U(wt+1;aRj_(t+1)) 9 (Pre1; vty o, Qi) (3.72)
—(t+1) -t
mit Q= Z ol
—(t41)
Vip1 = i Z Qt+1 t+1 (3.73)

1 n n n
I
! 9(0; 9441, Q41)
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Zu zeigen ist nun, dass aus der Induktionsannahme (3.72) die Form (3.70) der
Wertfunktion V;(wy, p}) folgt. Dazu ermittelt man aus dem einstufigen Entschei-
dungsproblem (3.57) die Wertfunktion V;(w, p}).

Unter Verwendung der bedingten Dichte aus (3.52) kann die Zielfunktion des

Entscheidungsproblems (3.57) geschrieben werden als:

Ut(fE, y;pﬁ) = /}(@H(R?J + 'eraptlap) f(p; Brp1 + Bt+1p§a Zt—l—l) dp. (3-74)
R

Setzt man wieder pii1, = fis1 + Biaapl, so ergibt sich die Zielfunktion (3.74)

unter der Induktionsannahme (3.72) und Ausnutzung von (3.6) wie folgt:

I II

A\
N\ N

Ut(x:y;ptl) :/ U(Ry+$Tp;aRj_t_1) Q(P;Ct+1ﬂ9t+1;9t+1)
RK

g(p; (Zig1)s et Et+1)J dp. (3.75)

-~

111

Mit Lemma 3.1(1) kénnen die Gauss’schen Funktionen 77 und II7 in (3.75) wie

folgt zusammengefasst werden:

g(pQ Ci1, Vig1, Qt+1)4 g(pQ c(Xe41), te1)t Zt—l—l)/ = g(p; €141, 0141, O141) (3.76)

N~ NV

17 117
mit O, = [ +94]"
Or1 = Oup [Sih gy + 0| (3.77)

9005 crp1, Vigr, Q1) 9(05 (1), pagages Siga)
9(0§ Ors1, ®t+1) '

Cty1 =

Durch Einsetzen von (3.76) in (3.75) und Anwendung von Lemma 3.4 (mit ¢ =
Cir1, © = Opp1, 0 = 0,41 und a = aR7~71) ergibt sich die Zielfunktion (3.75) als:

Ut(x:y;ptl) = / U(Ry+pr§aRjitil)g(piétJrl;atJrl;@t+1) dp
RK

aRI—t1

¢
= oy (Ry + 2" 0 —

T O aRj_t_1> . 3.78
C(@H_l) t+1 ( )
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Mit (3.78) erhélt man das Entscheidungsproblem (3.57) somit als:

aRj—t—l

¢ .
AR Y (Ry + xT9t+1 - xT@tHx; aR]_t_1>

c(Os41)
max w.d.N. (3:79)

T,y

y+aTp = wy

Aus dem Entscheidungsproblem (3.79) ergibt sich mit Lemma 3.5(2) (wobei ¢ =

C(é@’ﬁl), O =641, 0 =041, « = a7 p = p;, und w = wy) die folgende

Wertfunktion:

Vi(wy, p}) = H;%X{Ut(w,y;pi)erprt:wt}

: oy
= u(wy;aR?") g(Rpy; (étll) 011, Opp1)-
_I_

Fiir die Behauptung ist nun die Giiltigkeit des folgenden Lemmas zu zeigen:

Lemma 3.7 Gegeben die Parameterdefinitionen (3.69),(3.73) und (3.77) gilt der

Zusammenhang:

/\

gt—l—la @t+1) = g(pt; ¢, Uy, Qt)- (3-80)
(@t+1)

(Rpt

Der Beweis von Lemma 3.7 findet sich im Anhang A.6. Somit gilt

Viw, ) = w(we; aR7") g(pis i, 01, )
und damit die Behauptung (3.70). |
Die Losbarkeit des Entscheidungsproblems (3.10) mit dem hier verwendeten re-

kursiven Verfahren erfordert also insbesondere, dass die Invertierbarkeitsbedin-

gung aus Annahme 3.3 erfiillt ist. Gegeben die risikolose Rendite R > 0 wird
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die Giiltigkeit dieser Annahme iiber (3.50) und (3.68) ausschliefflich von der Ge-
stalt der Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ aus (3.9) bestimmt. Fiir den Spezialfall,
dass die Preise zu verschiedenen Zeitpunkten als unkorreliert gelten, d.h. ¥, =0
Vt,s € {1,---,7}, t # s, ist die Bedingung generisch erfiillt, da in diesem Fall
alle Regressionsmatrizen By in (3.50) Nullmatrizen sind und somit in (3.68) gilt:
A" =Rl n=0,---,5—t

Fiir den Fall, dass die Preise als Markoff-Prozess unterstellt werden, d.h. ¥,;, =0
fir [t — s/ > 1, folgt mit Gleichung (3.50), dass Bt(") =0firt=1,---,5—1
und n > 1. In diesem Fall vereinfachen sich die Terme in Gleichung (3.68) zu
AW = pr-1 {RIK — Bﬁr)n}, n =20,---,57 —t und die Invertierbarkeit ist ana-
log zu dem zweiperiodigen Fall erfiillt, wenn die Regressionsmatrix Bt(}r)n keinen
Eigenwert R besitzt. Eine 6konomische Interpretation der Invertierbarkeitsbe-
dingungen ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt leider nicht verfiighar, jedoch ist ein

Zusammenhang zu der in Abschnitt 2.4 formulierten Nichtredundanzbedingung

aus Annahme 2.3 (1) zu vermuten.
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Schritt 3: Entscheidungsproblem in ¢t =0

Unter Verwendung der mit (3.70) definierten Wertfunktion V;(wq, p;) kann das

Entscheidungsproblem in ¢ = 0 mit dem oben beschriebenen Optimalitétsprinzip

als einstufiges Maximierungsproblem formuliert werden. Gegeben parametrische

Preise p € R¥ und ein mit Gleichung (3.1) definiertes Vermogen w € R lautet

das Entscheidungsproblem unter Verwendung der Randdichte f(-

Zufallsvariablen p; aus (3.53):

/K Vi (Ry + =" p,p) f(p; 111, S11) dp
R

max
vy u.d.N

y+a'p=w.

Die Wertfunktion Vi (wy, py) ergibt sich dabei mit Satz 3.2 als:

Vi(wi,p1) = u(wi;aR™") g(piyer, V1, )
-1 !
mit Q = ZQY’H
n=1
j—1
0 = 0y Qe

n=1

T2} g(0; ™, 9", (")
(0779179 )

C1

9/11,211) der

(3.81)

(3.82)

(3.83)

Das weitere Vorgehen ist nun vollkommen analog zu Schritt 2 in Abschnitt 3.3.

Mit (3.82) und (3.6) ldsst sich die Zielfunktion in (3.81) schreiben als:

Us(z,y) = /K%(Ry+:va,p)f(p;u1,Eu) dp
R

/sz/(Ry + pra aRjil) g(p; C1, 191; Ql) g(p7 C(le); M1, Ellldp (384)
R

N 7\

—~ —~ —~

1 11 111



3.4 Das j-periodige Entscheidungsproblem 72

Unter Anwendung von Lemma 3.1(1) ldsst sich das Produkt der Gauss’schen

Funktionen I7 und 7171 in (3.84) wie folgt zusammenfassen:

g(p;01,ﬁl,Qllg(p;C(le),ul,lel = g(p;¢1,6h,01). (3.85)

~~

17 117

Dabei ergibt sich die Matrix ©; mit Lemma 3.1(1) und den Gleichungen (3.69)

und (3.83) als

0, = [Zi+9']" (3.86)
- [2;11 + AT AW o AU T A0 e M
und der Vektor #; mit den Gleichungen (3.56), (3.69) und (3.83) als
b = O [S7  + Q7] (3.87)
= 0[S m+AVTS B 4+ AP 1| e RS
Weiter gilt mit Lemma 3.1(1) fiir die Konstante ¢; in (3.85):
A 9(0; c1, 91, 1) g(0;¢(311), 11, E1)
¢ = > 0. 3.88
1 9(0:0,,6,) (3:55)
Einsetzen von (3.85) in (3.84) und Anwendung von Lemma 3.4 liefert:
(3.89)

Up(z,y) = /KU(Ry+fva;aRj_1) g(p;é1,61,0,) dp
R

Ri-1 :
¢ 5 0, x;aRJl>.

~

= ul| Ry +x'0; —
(1) <y :

Das Entscheidungsproblem (3.81) kann somit wie folgt geschrieben werden:

~ Rj_l ‘
il u(Ry +270, — a 5 'O x; aRJ_l)
(3.90)

c(©1)
u.d.N.

max
y!z
y+a'p=uw.
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Fiir gegebene Erwartungsparameter (y,Y) und feste Preise p € R¥ ergibt sich
die Losung des j-periodigen Entscheidungsproblems (3.90) mit Lemma 3.5(1) als:

1
ry = 0,0, — Rp) (3.91)

aR7-1

* T %
Yo = W—Dp Ty

Man beobachtet in diesem Zusammenhang, dass die mit (3.86) definierte K x K-
Matrix ©; als Inverse einer Summe positiv definiter, symmetrischer Matrizen
ebenfalls symmetrisch und positiv definit und damit insbesondere invertierbar
ist. Dabei wird ©; iiber (3.50) und (3.68) ausschlieBlich von den Eintrigen der
Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ aus (3.9) sowie der risikolosen Rendite R bestimmt.
Weiter wird der Vektor 6; aus (3.87) iiber (3.50), (3.68) und (3.86) sowohl von
dem subjektiven Erwartungswert p als auch von der Varianz-Kovarianz-Matrix 3
aus (3.9) bestimmt. Insbesondere lésst sich durch Einsetzen von (3.50) in (3.87)

zeigen, dass 6, linear von den Erwartungswerten p, - -, ¢; aus (3.9) abhéngt.

Im Rahmen der rekursiven Losung des Entscheidungsproblems wurde die Er-
wartungsparameter (4, ) aus (3.9) bislang als gegebene fixe Grofien betrachtet.
Dabei wurde unterstellt, dass die Eintrige der Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ so
beschaffen sind, dass die Invertierbarkeit der Matrizen AE”) aus Annahme 3.3 fiir
jedes tund n=1,.--,5 —t erfiillt ist.

Um sicherzustellen, dass die Losung (3.91) fiir alternative Erwartungen (u,X) €
R™7 x M; wohldefiniert ist, muss die Menge der zuliissigen Varianz-Kovarianz-
Matrizen somit auf solche eingeschrinkt werden, die die Invertierbarkeitsbedin-
gung aus Annahme 3.3 erfiillen. Dazu bezeichne im Folgenden M(Ig-) C Mkgj die

Menge aller geeigneten Varianz-Kovarianz-Matrizen, die diese Bedingung erfiillen.3!

31 Man beachte, dass die Menge M%? insbesondere die (Block-) Diagonalmatrizen der Form
L =diag(X11,---,%;;) (vgl. S. 61) enthélt und damit nichtleer ist.
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Mit dieser Einschrinkung kann das fiir den Spezialfall j = 2 giiltige Resultat aus
Satz 3.1 auf einen beliebigen, endlichen Planungshorizont {ibertragen werden. Der

folgende Satz beschreibt somit das Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 3.1 FEs seien die Annahmen 3.1 und 3.2 beziglich Erwartungen und Prdfe-
renzen erfillt und der Planungshorizont j > 0 sei beliebig aber fest. Dann ldsst
sich die Nachfrage des Investors nach riskanten Wertpapieren in t = 0 wie folgt
als Funktion seiner Erwartungen (p, ¥) € REJ x M(Ifj) aus (3.9) sowie der Preise

p € RX schreiben:

p:RE xR x ME) — R (3.92)
[p— 1 _1
P, Y) = i1 [© ()] (0 (%) — Rp).

Hierbei bezeichnen

0: MY — Mg, T 0(%) (3.93)
und
0: R x M — RY, (1,%) — (1, %) (3.94)

stetige Abbildungen, die sich unter Verwendung der Parameter aus den Gleichun-

gen (3.68) und (3.50) wie folgt ergeben:

. . —1
o) = [2;11 FAOTSSAD 4y A?‘”sz—m?‘”} (3.95)

(1Y) = O [E;ﬁm +ANTSS 8 4 +A§f‘1”z;1ﬁj} . (3.96)
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Im Rahmen der bisherigen Betrachtungen war der Entscheidungshorizont j ei-
ne beliebig gewihlte, jedoch fixe Gréfle. Um im Folgenden alternative Planungs-
zeitrdume zu betrachten, werden die Abbildungen ¢(-), ©(-), 6(-) aus (3.92), (3.93)
und (3.94) mit dem entsprechenden Planungshorizont j indiziert. Die Nachfrage
eines j-periodig planenden Investors mit entsprechenden Erwartungsparametern

(1, X) € R x M, wird somit geschrieben als Abbildung

o) RE x R x M(Ig) — Rg (3.97)
. 1 ; LG
w(J)(p, ) = a1 [@(]) (2)] (9(]) (1, %) - Rp) :

Hierbei ergeben sich die Abbildungen ©U)(.), #9)(.) fiir beliebiges, endliches j > 0
mit den Gleichungen (3.95) und (3.96). Insbesondere gilt fiir j = 1 ©)(X) = %
und 6 (p, X)) = p. Fiir einen einperiodig planenden Investor ergibt sich unter

den Annahmen 3.1 und 3.2 beziiglich Erwartungen und Préiferenzen somit die

herkémmliche CAPM-Nachfrage (vgl. Bohm & Chiarella (2000)).

Das zentrale Resultat dieses Kapitels lautet mit Satz 3.1 somit, dass die Nach-
frage eines j-periodig planenden Investors unter den gemachten Annahmen der
eines myopisch handelnden Investors entspricht, dessen Risikoaversion gegeben ist
durch aR’~! > 0 und dessen Erwartungen beziiglich der Preise p; der Folgeperi-
ode gegeben sind durch die Momente E [p;] = 0U) (u, X)) und V [p;] = W (%).
Somit kann das Nachfrageverhalten eines mehrperiodig planenden Investors in-
nerhalb des hier vorgestellten CAPM-Rahmens immer durch einen einperiodig
planenden Investor mit geeigneten Erwartungen und Priferenzen dargestellt wer-

den.
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3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das mehrperiodige Portefeuille-Entscheidungsproblem
unter den Annahmen des CAPM untersucht. Es wurde gezeigt, dass das Ent-
scheidungsproblem bei einem beliebigen endlichen Planungszeitraum — unter ein-
schrinkenden Annahmen bzgl. der subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen — zu
einer explizit definierten Nachfragefunktion nach Wertpapieren fiihrt. Diese ent-
spricht unter den gemachten Annahmen strukturell der Nachfrage eines myopisch
handelnden Investors. Somit kann das Nachfrageverhalten eines mehrperiodig pla-
nenden Investors innerhalb des hier vorgestellten CAPM-Rahmens immer durch
einen einperiodig planenden Investor mit geeigneten Erwartungen und Priferen-

zen dargestellt werden.



4 Preisdynamik im Mehrperiodi-
gen CAPM

4.1 Preisbildung im CAPM

Aufbauend auf den Resultaten des vorherigen Kapitels wird im Folgenden die
Preisbildung und -dynamik im mehrperiodigen CAPM untersucht. Dazu wird das
mehrperiodige Portefeuilleentscheidungsproblem, das im vorangegangenen Kapi-
tel unter den Annahmen des CAPM betrachtet wurde, in den sequentiellen Mo-
dellrahmen aus Kapitel 2 eingebettet. Unter Verwendung der individuellen Nach-
fragen nach Wertpapieren wird zunichst das 6konomische Preisbildungsgesetz
explizit hergeleitet. Anschliefend wird die Dynamik der Preise bei homogenen
unverzerrten Erwartungen der Investoren theoretisch und mit Hilfe numerischer
Simulationen untersucht. Alle Annahmen des vorherigen Kapitels behalten, so-

weit nichts Gegenteiliges gesagt wird, ihre Giiltigkeit.

Es bezeichne 1 wieder die Menge der handelnden Investoren, die auf dem Markt
agieren, so dass in jeder Periode t € N das Tupel (7, j) € I einen Investor vom Typ
i € {1,---,I} kennzeichnet, der am Ende der Periode ¢ + j den Markt verlésst
und somit ein j-periodiges Entscheidungsproblem der Form (3.10) 16st. Zu Be-
ginn der betrachteten Periode bildet jeder Investor (4, j) € I Erwartungen in Form
einer subjektiven Wahrscheinlichkeitsverteilung 1) € Prob(RX7) der entschei-

dungsrelevanten Preise (p;41,- -, pi4j). Diese Verteilung wird mit Annahme 3.1
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vollsténdig durch die zugehorigen Momente ,ugij) € R%J und z,ﬁ”) € M(Ifj) C Mkg;
beschrieben. Insbesondere wird also die Menge der zuldssigen Varianz-Kovarianz-
Matrizen aller Investoren auf solche beschrinkt, die die Invertierbarkeitsbedin-
gung aus Annahme 3.3 erfiillen. Dies ist mit den Resultaten des vorherigen Ab-
schnittes erforderlich, um sicherzustellen, dass das mehrperiodige Entscheidungs-

problem (3.10) zu einer wohldefinierten Nachfragefunktion fiihrt.

Es seien fiir jeden Investor (i,j) € I die Annahmen 3.1 und 3.2 erfiillt und die

subjektiven Momente (ugij), E,gij)) € RX7 x M(Ifj) gegeben. Dann existieren nach

Satz 3.1 fiir j = 1,---,.J stetige Abbildungen

00 MP — My, T s 00 (zﬁ“‘)) — ol¥) (4.1)
und

0U) i RET x M) — RE, (), S) s 90 (), £) = 60, (4.2)

so dass sich die Aktiennachfrage des Investors (i, j) € T in Periode ¢ als Funktion

seiner Erwartungen sowie der parametrisch gegebenen Preise p € R¥ schreiben

lasst als (vgl. (3.97))

id i) i 1 ; i1 (a6, 5) (i
e, 27) = s |00 (S (09, =) — Rp)
1 ij)—1 g

Dabei wird a¥) := RI='a() > 0 gesetzt, wobei a!) > 0 die Risikoaversion der
Investoren vom Typ 7 bezeichnet.

Die explizite Form der Abbildungen ©Y(.) und #V)(.) ergibt sich dabei fiir
j =1,---,J mit den Gleichungen (3.95) und (3.96). Insbesondere gilt fiir j = 1
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0 (1,%) = p und O(T) = %, so dass die Nachfrage eines einperiodig pla-
nenden Investors (i,1) € I der herkdmmlichen CAPM-Nachfrage entspricht (vgl.
Bohm & Chiarella (2000)).

Aus den individuellen Nachfragenfunktionen (4.3) ergibt sich die aggregierte Nach-
frage nach Aktien in Periode ¢ als Funktion der Erwartungen aller Investoren

sowie der Preise p € R¥ als

o(p, (1", S ipe) = > @ Dpu? 2P (4.4)
(i,7)€l

L (i)=1 (i)
= Z W@ﬁ” (017 — Rp).
(i,j)€l
Es bezeichne der Vektor 7 € RY, analog zu Abschnitt 2.5 wieder den konstanten
Gesamtbestand an Aktien im Markt und & € R¥ die (stochastische) Nachfrage
der Noise-Traders zum Zeitpunkt ¢. Setzt man®?
_ 1 -1
Ly = | ) ——6; (4.5)

(i)l a(ZJ)
2y

.. .. -1
ri .= [@,ﬁ”) F;l] (4.6)

so erhélt man aus der Marktriaumungsbedingung (vgl. Abschnitt 2.5)
(i, (17, 24 ) er) — (7= &) = 0

das Preisgesetz im mehrperiodigen CAPM explizit als Abbildung

J J
([T ([T et — w
j=1 j=1
P = 5((u§m, Egij))(i,j)emft> = %( > ﬁrg”)agm — (@ - 5t)>'

(i,4)€l

32 Man beachte, dass die Matrizen ©{) und damit auch die Summe ihrer Inversen alle positiv

definit sind, sodass I'; und damit auch ngj ) wohldefiniert sind.
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Die Abbildung S in (4.7) definiert wieder ein dkonomisches Gesetz im Sinne von
Bohm & Wenzelburger (1999), das die Preise als Funktion der Erwartungen aller
Investoren sowie einer exogenen stochastischen Stérung bestimmt. Damit ist die
Abbildung S vom Cobweb-Typ, da sie nur Preiserwartungen, nicht aber die Preise
selbst als Argumente enthélt. Weiter beziehen sich diese Erwartungen nicht auf
die aktuelle, sondern auf die zukiinftigen Perioden ¢ 4+ 1,---,¢ + J, so dass das

Gesetz einen sogenannten Erwartungslead (engl.: expectational lead) hat.

Man erkennt aus (4.7), dass sich die Unsicherheit in den Preisen zu Beginn einer
beliebigen Periode t fiir gegebene Erwartungen (ufj),zfj))(i,j)eﬂ ausschlieflich
durch die Stochastik der Nachfrage & der Noise-Traders ergibt. Fiir den Fall,
dass die Erwartungen und damit auch die Parameter aus (4.1) und (4.2) iiber
die Zeit konstant sind, ergibt sich der Preisprozess {p;}ien tiber (4.7) als affin-
lineare Transformation des Transaktionsprozesses {&; }en der Noise-Traders. Die
qualitativen Eigenschaften dieses Prozesses iibertragen sich in diesem Fall un-
mittelbar auf den Preisprozess. Falls die Erwartungen allerdings nicht konstant

sind, ergibt sich durch die Aufdatierung der subjektiven Erwartungen ein zusétz-

licher stochastischer Einfluss, der die Eigenschaften des Preisprozesses beeinflusst.

Aus der sequentiellen Struktur des Modells folgt, dass die Investoren in ¢ ihre
Erwartungen zu Beginn der Periode und damit aufbauend auf Beobachtungen
von Preisen und Noise-Trader-Transaktionen bis zum Ende der Vorperiode ¢ — 1
bilden. Bezogen auf die Filtration {F;},cn aus Annahme 2.5 bedeutet dies, dass

die Erwartungsmomente (ufj),z,ﬁ”)) und damit auch die iiber (4.1) und (4.2)

definierten Parameter (Ggij), @,S”')) Funktionen von hochstens F;_;-messbaren Zu-
fallsvariablen und damit selbst F;_;-messbar sind.
Bezeichnet man fiir jedes ¢ € N mit E,; [-] := E[-|F] den auf F; bedingten Er-

wartungswert, so erhilt man aus Gleichung (4.7) den bedingten Erwartungswert
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der Preise p; als

1 1 i) A(id _ 1
Etfl |:pt:| - E( a(”) F,g J)QIE ]) — thL') + El—‘t ]Et,1 |:§tj| . (48)

(i,7)€l

Weiter ergibt sich aus (4.7) die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix der Preise mit

der Symmetrie der Matrix I'; aus (4.5) als:

Vi1 [pt} = B {(pt - ]Et—l[Pt]) (pt - ]Et—l[pt])T (4-9)
1
= ﬁrt Vi (&) Ty

Man erkennt aus (4.9), dass die bedingte Varianz der Preise von der bedingten
Varianz der Storung & und der Matrix I'; und damit insbesondere von den sub-
jektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen aller Marktteilnehmer bestimmt wird. Der
mit (4.8) definierte bedingte Erwartungswert der Preise wird neben der beding-
ten Erwartung der Stérung & sowohl von den subjektiven Erwartungswerten als

auch von den Varianz-Kovarianz-Matrizen der Investoren bestimmt.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass die Form des Preisgesetzes im mehr-
periodigen CAPM eine identische Form aufweist wie im Fall mit einperiodig pla-
nenden Investoren und heterogenen Erwartungen (Wenzelburger (2001a)). Dies
ist eine unmittelbare Konsequenz des Resultates aus dem vorherigen Kapitel,
das besagt, dass unter den gemachten Annahmen die Nachfrage eines mehrperi-
odig planenden Investors strukturell der eines myopisch handelnden Investors ent-
spricht. Im vorliegenden Fall wird die Heterogenitét der Investoren neben mogli-
cherweise unterschiedlichen Erwartungen zusitzlich durch die unterschiedlichen

Planungshorizonte der Generationen erzeugt.



4.1 Preisbildung im CAPM 82

Wie bereits in Abschnitt 2.5 gezeigt wurde, wird die Dynamik der Preise entschei-
dend davon bestimmt, wie die Investoren ihre Erwartungen iiber die Zeit aufda-
tieren. Da die subjektive Verteilung v{"?) € Prob(R%7) des Investors (i,7) € T zum
Zeitpunkt ¢ gemdfl Annahme 3.1 aus einer Klasse gewéhlt wird, die vollsténdig
durch die zugehorigen Momente (ugij), Zgij)) € REJ x M(Ig) beschrieben wird, ist
eine Aufdatierung der subjektiven Verteilung im vorliegenden Fall dquivalent zu
einer Aufdatierung der Verteilungsmomente.

Analog zu Abschnitt 2.5 wird die Erwartungsbildung zunéchst fiir die junge Ge-
neration formalisiert. Betrachtet wird ein junger Investor (i,.J) € I, der zu Be-
ginn einer beliebigen Periode ¢ € N die Momente seiner subjektiven Verteilung
(W) 207y e R x M(IZ-) auf Basis der zur Verfiigung stehenden Informationen
festlegt. Dabei wird analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt 2.5 unterstellt,
dass die Informationsmenge des Investors zum Zeitpunkt ¢ neben vergangenen
Preisen p, und Noise-Trader-Transaktionen &, 7 < ¢, auch die Verteilung yt(i‘]l)
seines Vorgéngers, d.h. des in t — 1 jungen Investors vom gleichen Typ 7, enthilt.
Insbesondere kennt der Investor zum Zeitpunkt ¢ damit den Erwartungswert uii‘fl)
seines Vorgéngers.

Zu Beginn der betrachteten Periode ¢ hat der Investor nun eine weitere Realisation
von Preisen p;_1 und Noise-Traders-Portefeuilles £_; beobachtet. Eine Prognose-

regel fiir den subjektiven Erwartungswert eines jungen Investors (i,.J) € I kann

somit als Abbildung

PO RES % RE X RE _y REKJ (4.10)

i i i7
w(J)(Mg—l)aptflaftfl) = ,ug)

definiert werden, die den Erwartungswert uii‘fl) seines Vorgéingers in Abhéngigkeit

von den zusitzlichen Beobachtungen (p;_1,&,_1) zu ugi‘]) aufdatiert.

Eine Prognoseregel fiir zweite Momente, die die subjektive Varianz-Kovarianz-
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Matrix Eiu) aufdatiert, kann im Prinzip analog definiert werden (vgl. Wenzel-
burger (2001a)). Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll sich die Betrachtung
jedoch auf die Aufdatierung der Erwartungswerte beschrinken. Damit wird die

folgende Annahme gemacht:

Annahme 4.1 Die subjektiven Varianz-Kovarianz-FEinschdtzungen der jungen
Investoren beziiglich der Preise pii1,...,piry sind tber die Zeit konstant, d.h.

in jeder Periode t € N gilt:
2 = e M =1, L (4.11)

(iJ)

Man beachte, dass die Varianz-Kovarianz-Matrix X eines jungen Investors

(i, J) weiterhin von seinem Typ i abhéingen kann. Insbesondere miissen die Varianz-

Kovarianz-Einschitzungen der jungen Investoren also nicht identisch sein.

Geméfl Annahme 2.6 werden die Erwartungen der Investoren in jeder Periode

t € N vollstindig durch die Erwartungen der jeweils jungen Generation und

damit durch die Momente (p”), $) i =1,..., I, beschrieben. Die Verteilung

z/lgij) eines nicht-jungen Investors (i,7) € I, j < J, ergibt sich gem& Annahme
2.6 aus den Erwartungen l/t(iJ) des jungen Investors als Bildverteilung unter der

Projektionsabbildung 7 ; : R®/ — R*/| die durch die Projektionsmatrix

Ie 0 -+ 0 0 - 0
Ty o= | eRFRY =1 -1 (412)
0 0 - Ig 0 - 0

definiert wird. Diese Annahme impliziert, dass ein nicht-junger Investor (i, j) € I,

J < J, in Periode ¢ eine identische Verteilung der Preise p;,1,...,p;1; unterstellt
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wie der junge Investor (i,.J) € T vom gleichen Typ i. Die Momente seiner Vertei-

lung ergeben sich somit aus den Momenten des jungen Investors als

ij iJ
w?” = g (4.13)

@) = lejZ(iJ)ﬂIj.

Aus Annahme 4.1 und (4.13) folgt damit, dass die subjektiven Varianz-Kovarianz-
Matrizen aller Investoren iiber die Zeit konstant sind. Fiir die Prognoseregel
eines nicht-jungen Investors (i, ) € I, j < J, kann analog zu Abschnitt 2.5 und
Gleichung (2.33) unter Verwendung von Gleichung (4.13)

@) = 7y o p() j=1,---,J—1 4.14
J

gesetzt werden.

Definiert man 1 := (")) ; ;g als die Liste der Prognoseregeln aller Investoren,
so erhélt man mit (4.7) das folgende zufillige dynamische System (vgl. Bohm
& Chiarella (2000), S. 13), das die Entwicklung der Preise und Erwartungen im
mehrperiodigen CAPM bei konstanten Varianz-Kovarianz-Matrizen aller Investo-

ren beschreibt:??

() per = %D((Mgifjg)(z‘,j>e%pt—1’{ft—1>

S (1/) ((Mgi_j%)(i,j)e]laptfla5t71> ,&) _ (4.15)

Dbi

Die Dynamik wird dabei im Wesentlichen wieder durch die Interaktion zwischen
den individuell verwendeten Prognoseregeln ¢ und dem &konomischen Preisbil-
dungsgesetz S generiert. Fiir den Fall, dass die Prognosebildung aller Investor
unabhiéingig von vergangenen Preisen erfolgt, verlauft der Prozess der individu-

ellen Erwartungen unabhéngig von dem Preisprozess. Die Preise ergeben sich in

33 Im Rahmen eines kleinen notationellen Missbrauchs wurde dabei die Liste der subjektiven
Varianz-Kovarianz-Matrizen als Argument der Abbildung S vernachliissigt, da diese gemif3
Annahme 4.1 iiber die Zeit konstant sind.
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diesem Fall mit Gleichung (4.7) in jeder Periode aus den Erwartungen der Inve-
storen und der Nachfrage & der Noise-Traders.

Im Gegensatz zu der allgemeinen Form (2.34) entwickeln sich Preise und Er-
wartungen im vorliegenden Fall unabhéngig von den Portefeuille-Allokationen
(= (xgij), yfi]‘))(m)eﬁ unter den Investoren. Dies ergibt sich als unmittelbare Kon-
sequenz aus der Form der individuellen Nachfragen (4.3), die unabhéngig von dem
jeweiligen Vermogen der Investoren sind.

Das nach dem Handel in Periode t gehaltene Portefeuille des Investors (i, j) € I

erhélt man mit (4.3) nach der Realisation der Preise p; als:

2 = Q) (p,, ) i) (4.16)
(i5) e® — pl i =7
Yi =

Ry pl @ =) =10 -1
Hierbei bezeichnet x,gij) € RX wieder das Aktienportefeuille des Investors und

ylgij) € R seine Investition in die sichere Anlage.

Fiir die folgenden Betrachtungen soll der Spezialfall homogener Erwartungen un-
terstellt werden. Dies bedeutet, dass die Erwartungen (u,gij), 32(1)) eines beliebi-
gen Investors (i,j) € I unabhéngig von seinem Typ ¢ sind und nur von seiner
Lebenserwartung j bestimmt werden. Insbesondere halten damit alle Investoren
innerhalb einer Generation identische Erwartungen, so dass die subjektiven Ver-
teilungsmomente im Weiteren nur noch mit dem Generationsindex 7 =1,...,.J
indiziert werden. Da sich die Erwartungen der Investoren in jeder Periode mit
(4.13) aus den Erwartungen der jeweils jungen Generation ergeben, ist die fol-

gende Annahme ausreichend:

Annahme 4.2 In jeder Periode t € N halten die Investoren der jungen Genera-

tion j = J identische Erwartungen bzgl. der Preise pii1,...,piry. Diese werden
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im folgenden fiir jedes t geschrieben als

41 211 Ce ZIJ
u = : eRY, xW.=| : -~ | eM®B (17

Mt i+ Yo Xy

Mit dieser Notation beschreibt p 4, € R¥ den gemeinsamen Erwartungswert
der jungen Investoren in Periode ¢ beziiglich der Preise py,, n =1,---,.J. Weiter
definiert ¥, € RE*K jhre (gemafl Annahme 4.1 konstante) Varianz-Kovarianz-

Einschitzung zwischen den Preise p;ipn, Prom, n,m=1,---,J.

Mit Gleichung (4.13) ergeben sich die gemeinsamen Erwartungen der Investoren
aus Generation j = 1,...,J — 1 fiir jedes ¢t € N aus den Erwartungen (4.17) der

jungen Investoren als:

o S Sy
W= | Jemn sl eM®

ot t+j Yii .. Xy

Da Annahme 4.2 fiir alle ¢ € N gilt, folgt mit (4.10) und (4.14) insbesondere,
dass alle Mitglieder einer Generation die gleiche Vorhersageregel verwenden, d.h.
es gilt () =) fiir allei =1, -, 1.

Gegeben die Annahme homogener Erwartungen und konstanter zweiter Momente
gilt fiir die Parameter aus (4.1) und (4.2), die die Nachfrage des Investors (7, j) € I
in Periode ¢ definieren:

e/ = gu) = @u (20))

) . o =1, T (4.19)
ngj) — ng]) — 9(]) (MEJ)aE(])>

Die Matrizen @Eij) € Mg sind somit als Funktionen der konstanten Varianz-

Kovarianz-Einschidtzungen ebenfalls {iber die Zeit konstant und identisch fiir alle
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Investoren innerhalb einer Generation j = 1,---,.J. Weiter ist der Parameter
Hgij) € RX in jeder Periode ¢ identisch fiir alle Investoren innerhalb einer Gene-
ration und wird daher im Folgenden als G,Ej) geschrieben.

Aus den Gleichungen (4.5) und (4.6) folgt mit (4.19) fiir den Fall homogener

Erwartungen und konstanter zweiter Momente fiir jedes t € N

1 N
_ — Wt
L= T = { Z a(ij)@ ]
(i) €l (4.20)
r@ — 1o = [eW -7, j=1
Setzt man « := (a(—ll) + 4 ﬁ) > 0 als Summe der inversen individuellen Risi-
koaversionen, der sogenannten aggregierten Risikotoleranz, so vereinfacht sich das

Preisgesetz (4.7) fiir den Fall homogener Erwartungen und konstanter Varianz-

Kovarianz-Matrizen zu:

) 1 1 . ~
pe=S5 <(M§]))3]:1;ft> = E< Z WF(”H?) -T'(z - ft)> (4.21)
()€l
11 G 1
_ ~ W) _ 25 —
— Q;Rjrfet 20 (@ = &)

Die Abhéngigkeit der Preise von den Erwartungswerten ugj) der Generationen
j=1,...,J ergibt sich dabei ausschliesslich iiber die Terme 6 = ) (47 x0))
aus (4.19).

Mit Gleichung (4.3) folgt, dass fiir den vorliegenden Fall homogener Erwartungen
die Aktiennachfragefunktion zweier Investoren (i,7), (i, 7) € I unterschiedlichen

Typs @ # i, die der gleichen Generation angehoren, sich nur durch moglicherweise

unterschiedliche Risikoaversionen unterscheiden kann, d.h. es gilt

ij j j 1 = j
<P( j)(p; ng)a E(])) = a(i)RjA@(]) 1(9?) — Rp) (4.22)

= 2 (p, ), £)
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mit A = % > (. Die Annahme homogener Erwartungen impliziert somit im

vorliegenden Fall, dass alle Investoren innerhalb einer Generation nach dem Han-
del in Periode t ein strukturell identisches Portefeuille halten, bei dem die Aktien

der K Firmen in einem identischen Verhéaltnis zueinander stehen.

Bezeichnet man unter Verwendung von (4.16) fiir j = 1,---,.J mit
29 = Z 0 (p,, u, n0)) (4.23)
i=1
Q NI
- ijle(]) 1(9§]) — Bpy)

das aggregierte Aktien-Portefeuille, das die Investoren der Generation j nach dem

Handel in Periode ¢ halten, so erhilt man aus (4.22) das folgende Lemma:

Lemma 4.1 Es sei die Annahme 4.2 homogener Erwartungen erfillt. Dann er-
gibt sich in jeder Periode t € N das Aktienportefeuille eines Investors vom Typ
i als konstanter Anteil AV = ﬁ €)0,1[ am mit (4.23) definierten Portefeuille

seiner Generation, d.h.

:z:gij) = )\(i)xgj). (4.24)

Dieser Anteil wird durch seine individuelle Risikotoleranz o9 := a(li) relativ zu

der aggregierten Risikotoleranz o bestimmit.

Dagegen werden die Nachfragefunktionen (4.3) zweier Investoren vom gleichen
Typ, die verschiedenen Generationen angehoren, auch im vorliegenden Fall in
der Regel strukturell unterschiedliche Portefeuilles induzieren. Die mehrperiodige
OLG-Struktur des Modells fiihrt somit trotz homogener Erwartungen zu einer
heterogenen Portefeuillestruktur, die allein auf die unterschiedlichen Planungsho-

rizonte der Generationen zuriickzufiihren ist.
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4.2 Homogene Unverzerrte Erwartungen

Im Folgenden wird unter den Annahmen 4.1 und 4.2 konstanter Varianz-Kovarianz-
Matrizen und homogener Erwartungen innerhalb der Generationen die Existenz
einer Prognoseregel der Form (4.10) untersucht, die unverzerrte Erwartungen ge-
neriert. Dies bedeutet, dass in jeder Periode die subjektiven Erwartungswerte der
Investoren iiber zukiinftige Preise mit dem wahren bedingten Moment aus (4.8)
iibereinstimmen, so dass der bedingte Erwartungsfehler gleich Null ist. Bei der
folgenden Untersuchung der Existenz und Form einer solchen Prognoseregel wird
ausschliefflich der Fall J = 2 betrachtet, d.h. die Generationen bestehen aus In-

vestoren, die fiir drei aufeinander folgende Perioden auf dem Markt handeln.

Mit den Ausfiihrungen des vorherigen Abschnittes werden die Erwartungen der
Investoren in jeder Periode vollsténdig durch die Verteilungsmomente der jungen
Generation j = 2 beschrieben, die sich aus Gleichung (4.17) fiir jedes t € N
ergeben als:

S
e =D T I e =P Vs (4.25)

Ht,t+2 Y1 Yo

Die nicht-junge Generation j = 1 unterstellt annahmegem#f eine identische Ver-
teilung bzgl. der Preise p;,1 wie die jungen Investoren. Die Erwartungen dieser

Investoren ergeben sich mit Gleichung (4.12) und (4.13) fiir jedes ¢t € N als

Mt t+1
/Lgl) = [IK 0} = Mt (4.26)
it t+2
b b I
R S el B R B
Yo1 Yoo 0
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Die Erwartungswerte u%j) € R%7, j = 1,2, werden im Weiteren auch als Pro-
gnosen der Generationen bezeichnet. Fiir die Ermittlung einer unverzerrten Pro-
gnoseregel ist es erforderlich, das Preisgesetz (4.21) explizit als Funktion von
41 und gy 440 zu erhalten. Dabei erkennt man aus (4.19) und (4.21), dass die
Prognosen ausschlielich iiber die Terme Hﬁj) = G(j)(uﬁj),il(j)), j = 1,2, in die
Preisbildung eingehen. Somit ist es ausreichend, die Form dieser Abbildungen
explizit zu beschreiben. Fiir j = 1 gilt dabei, wie oben bereits angesprochen, die

Identitit bzgl. 1Y, d.h.
9;9) = 9(1)(M£1)a2(1)) = Mt (4.27)

Definiert man analog zu den Abschnitten 3.3 und 3.4 die folgenden Parameter-
matrizen, die sich aus den Eintrédgen der subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrix

aus (4.25) sowie der sicheren Rendite R ergeben

Al = [RIK - 22121_11] € ]PLKXK
Yo = Yo — Yo N84, € Mg (4.28)
C = AY! € RFxK

so erhdlt man mit Satz 2.1 und Gleichung (3.47) fiir j = 2:
9152) = 9(2)(M£2)7 2(2)) = P T @(2)C(Mt,t+2 — Ry 1) (4.29)

Hierbei ergibt sich die Matrix ©® € My gemiB (4.1) ausschlieBlich aus der
Varianz-Kovarianz-Matrix £(2).34 Man beobachtet, dass der Parameter 6° eine
lineare Kombination der Prognosen fiir ¢ + 1 und ¢ + 2 ist und die Matrix C
aus (4.28) mit der Annahme % ¢ Mé};() das Produkt zweier nichtsingulérer

Matrizen und damit ebenfalls nichtsingulér ist.

34 Unter Verwendung der Parameterdefinitionen (4.28) lisst sich zeigen, dass gilt: ©(2) =
0 (=) = [z + AIE;lAl]’l, vgl. dazu (3.46).
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Durch Einsetzen von (4.27) und (4.29) in (4.21) erhélt man das Preisgesetz im
dreiperiodigen CAPM unter homogenen Erwartungen und konstanten Varianz-

Kovarianz-Matrizen explizit als Funktion der Prognosen fu 41, ftst10:

bt = S(Mt,t+1aﬂt,t+2a§t)
1 o

= ﬁ (Mt,t+1 + EFC(,U’t,tJrZ - Rﬂt,tﬂ) - F(f - 5t)>- (4-30)

Die Matrix I' aus (4.20) ergibt sich dabei fiir den vorliegenden Spezialfall als
r=Z[ReM-1 4+ @(2)—1]*1_

Gegeben das Preisgesetz (4.30) erfordern unverzerrte Erwartungen, dass in jeder
Periode ¢t € N die Prognose p;_1; aus ¢ — 1 bzgl. der Preise p, mit dem wahren

bedingten Erwartungswert iibereinstimmt, d.h.?>

He—1t = Et—l[pt]

1 «

= & (Mt,t+1 + EFC(Nt,t-I—Q — Rpppir) — D@ — By [ft])) (4.31)

Um eine Vorhersageregel der Form (4.10) zu finden, die die Bedingung (4.31) in
jeder Periode ¢t € N erfiillt, geniigt es wegen (4.14), eine solche fiir die junge
Generation zu formulieren. Dabei soll sich die Betrachtung im Rahmen dieser
Arbeit auf die Klasse der nicht-aufdatierenden Prognoseregeln beschrinken, die
sich durch besondere Einfachheit auszeichnet (vgl. Wenzelburger (2001b)). Dies
bedeutet, dass die Investoren in jeder Periode ¢ die Prognose py_q.41 aus der
Vorperiode bzgl. der Preise p;.; beibehalten. Fiir jedes ¢ € N gilt somit die
folgende Nicht-Aufdatierungs-Bedingung:

Hit+1 = He—1,041 vVt € N. (432)

35 In diesem Zusammenhang sei daran erinnert, dass die in Periode ¢ gebildeten Erwartungen
Fi_1-messbar sind.
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Die Idee einer unverzerrten, nicht-aufdatierenden Prognoseregel ist nun, dass in
jeder Periode ¢ € N die jeweils junge Generation die Prognose ji;—1,41 aus der
Vorperiode gemifl (4.32) beibehélt und ihre neue Vorhersage pi:42 so wéhlt,
dass die Bedingung (4.31) fiir die alte Prognose j;_1, erfiillt ist. Durch Auflgsen
von (4.31) nach ju 445 und Ausnutzung der Nicht-Aufdatierungs-Bedingung (4.32)

ergibt sich die unverzerrte, nicht-aufdatierende Prognoseregel explizit als

Hit+2 = ¢*(Mt—1,t,ﬂt—1,t+1,Et—1 [ﬁt]) (4-33)

R __.r_ N
= Rpyq441+ EC "Wz —-E; [&] —T I(Mtfl,tJrl — Rpu—14)]-

Man erkennt, dass ¢/* eine lineare Funktion der vorherigen Prognose M§2_)1 sowie der

bedingten Erwartung E; ;[&] der Noise-Traders-Transaktion ist. Insbesondere
ist die unverzerrte Prognoseregel damit unabhéngig von vergangenen Preisen. Die
Bedingung (4.31) ist somit fiir alle Perioden ¢ € N erfiillt, wenn die jeweils jungen
Investoren ihre Prognose gemifl den Gleichungen (4.32) und (4.33) bestimmen,

d.h. wenn gilt:

M?) = (fe—1441, O (-1, —14+1, Er—1 [&])) VYt € N.

Aus (4.33) ergibt sich, dass die Anwendung der unverzerrten Prognoseregel neben
der Kenntnis der Prognose ,uf_)l aus der Vorperiode sowie der Marktgegebenhei-
ten (Aktienbestand, aggregierte Risikotoleranz) insbesondere erfordert, dass der
bedingte Erwartungswert I, 1 [§] der Noise-Trader-Transaktion bekannt ist. Un-
ter dieser Voraussetzung besitzen die Investoren alle notwendigen Informationen,
um im Mittel korrekte Preiserwartungen zu halten.

Da die unverzerrte Prognoseregel (4.33) unabhéngig von vergangenen Preisen ist,

verlauft die Erwartungsbildung bei unverzerrten Erwartungen unabhéngig von

der Entwicklung der Preise. Durch Einsetzen von (4.33) in die Preisgleichung
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(4.30) und Ausnutzung von (4.32) ergibt sich das Preisgesetz unter unverzerrten

Erwartungen als:

Pt = S(,U/tfl,tJrlaw*(utfl,tautfl,wrla]Etfl [ft]))aft) (4-34)

= 1+ %F (& —E1[&]).

Man erkennt, dass die Preise in jeder Periode ¢ von der Prognose j,;_1, aus der
Vorperiode sowie einem additiven Storterm, der sich durch die Abweichung der
Storung & von ihrem bedingten Erwartungswert [E; ; [§;] ergibt, bestimmt wer-
den. Fiir den Fall, dass die Realisation der Storung mit ihrem bedingten Erwar-
tungswert zusammenféllt, stimmt die Preisprognose mit der tatséchlichen Reali-
sation {iberein.

Das aggregierte Aktien-Portefeuille xgj) der Generationen j = 1,2 nach dem Han-
del in Periode ¢ ergibt sich im vorliegenden Fall mit (4.16) fiir die nicht-junge

Generation 7 =1 als

I
x§1) = Zw(il)(ﬂt,wrl:pt) (4.35)
i=1
= a@(l)_l(ut,tJrl—Rpt)-

und fiir die in ¢ junge Generation j = 2 aus der Marktraumungsbedingung als

I

) = Z ) (a1, 0 (s e Beor [&1]) 5 p2) (4.36)
i=1
e

Aus (4.35) und (4.36) ersieht man, dass die Generationen j = 1,2 auch im vorlie-
genden Spezialfall homogener, unverzerrter Erwartungen in der Regel strukturell
unterschiedliche Portefeuilles halten werden. Diese Heterogenitét ist wieder allein
auf die unterschiedlichen Planungshorizonte zuriickzufiihren. Das realisierte Ak-
tienportefeuille {7 eines einzelnen Investors (i, ) € I ergibt sich geméif Lemma

4.1 als konstanter Anteil \(¥) am Portefeuille seiner Generation.
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4.3 Dynamik der Preise bei unverzerrten Erwartungen

Mit der unverzerrten, nicht-aufdatierenden Prognoseregel (4.33) und dem Preis-
bildungsgesetz (4.34) ergibt sich das folgende zufillige dynamische System, das die
Entwicklung der Preise und Erwartungen im dreiperiodigen CAPM unter homo-

genen unverzerrten Erwartungen bei konstanten zweiten Momenten beschreibt:

Dt = -1t %F (& — Ei—1 [&])
M1 = He—1,41 (4.37)
Pipr2 = R 101+ %C_l T—E 1 [&] =T (1401 — Rp14)|-

Das System (4.37) liefert eine explizite Beschreibung der Dynamik der Preise p;
und der unverzerrten Prognosen u§2) = (14 41: 1 140) T der jeweils jungen Ge-
neration unter dem stochastischen Einfluss der Storungen & bzw. des beding-
ten Erwartungswertes [£; ; [¢;]. Dabei verlduft die Dynamik des Prognoseprozes-
ses {u§2)}t€N, wie oben bereits erwidhnt, unabhdingig von der Entwicklung des
Preisprozesses {p; };en. Diese Eigenschaft ergibt sich aus der speziellen Form der
unverzerrten Prognoseregel (4.33), die unabhéngig von vergangenen Preisen ist.

Die qualitativen Eigenschaften des Prognoseprozesses werden insbesondere von
dem induzierten Prozess {IE;_; [&]}ien der bedingten Erwartung der Noise-Trader-
Transaktionen bestimmt. Fiir den Spezialfall, dass der Storprozess {&; }ien einem
i.i.d.-Prozess folgt, gilt fiir den bedingten Erwartungswert E; | [§] = E[¢] =: £
vVt € N. In diesem Fall ist der induzierte Prozess der bedingten Erwartungen
deterministisch und die Dynamik der Prognosen {M§2)}te]N wird durch ein de-
terministisches dynamisches System beschrieben. Im Gegensatz dazu wird der
Preisprozess {p;};en auch in diesem Fall stochastisch sein, da er der Stérung
durch den Prozess {&},en unterworfen ist.

Um Aussagen treffen zu kénnen, ob das zufillige dynamische System (4.37) lang-

fristig stabil im Sinne der Theorie der zufélligen dynamischen Systeme ist, geniigt
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es, den Prozess {,uf)}te]N der Erwartungen der jungen Generation zu betrachten.

Definiert man die Koeffizientenmatrizen

A = € R2K

Ro-z
C = —[IC]"' e RF*K
@

A = | i w € R2Fx2K (4.38)
RC RIx - C |

A 0 0 c R2Kx2K
0 —£c!

und setzt wieder 1% = (Ul i1 11l p40) T sowie 1 = (0T, By [&]7)T, so erhilt

man den Erwartungsprozess als affin-lineare Differenzengleichung mit additiver

Storung der folgenden Form:
p? = A0 4 A(l)ﬂl(i)1 + A®p, (4.39)

Das langfristige Verhalten des Systems (4.39) wird im stabilen Fall durch einen
sogenannten stochastischen Fizpunkt bestimmt. Dieser wird — falls er existiert —
durch einen stationéren stochastischen Prozess {y}}ien auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, P) beschrieben und bildet das Analogon zu einem (asymptotisch
stabilen) deterministischen Fixpunkt. Globale asymptotische Stabilitéit des sto-
chastischen Fixpunktes bedeutet, dass fiir eine beliebige aber feste Realisation
des Storprozesses {&; }ien die Pfade des mit (4.39) definierten Prognoseprozesses
{M§2)}telN fiir jeden beliebigen Startwert gegen den Pfad des Fixpunktes konver-

gieren.36

36 Im Rahmen dieser Diplomarbeit soll auf eine weitergehende formale Darstellung der Theorie
der zufilligen dynamischen System verzichtet werden und nur eine intuitive Begriindung
geliefert werden. Die zugrunde liegende Theorie wird in Arnold (1998) dargestellt, in Bohm
& Chiarella (2000) und Wenzelburger (2001a) finden sich zusammenfassende Darstellungen.
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Im vorliegenden Fall, bei dem das dynamische System affin-linear und die Stérung
additiv ist, ist die Stabilitidt des stochastischen Fixpunktes dquivalent zur dyna-
mischen Stabilitit der zugrunde liegenden Differenzengleichung. Die folgende Satz

definiert die Voraussetzungen, unter denen diese Bedingung erfiillt ist.?”

Satz 4.1 Es sei die Annahme 2.5 bzgl. des Storprozesses {& }en erfillt und alle
Eigenwerte der Koeffizientenmatriz AUV € R2K*2K qus (4.38) seien betragsmipig
Eleiner als eins, d.h. x()\) := det(AM) — M,x) # 0 VA € C mit |\ > 1. Dann be-
sitzt der mit Gleichung (4.39) definierte Erwartungsprozess einen stochastischen

Fizpunkt {1 }1en, der global asymptotisch stabil ist.

Beweis: Arnold (1998), Korollar 5.6.6.

Aus der Definition der Matrix A(") in (4.38) ersieht man, dass die Stabilitit ins-
besondere durch die Eintriige der subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrix (4.25)
und die sichere Rendite R > 0 bestimmt werden. Dieses Resultat schrinkt die
Klasse der zuléssigen Varianz-Kovarianz-Matrizen unter homogenen unverzerrten
Erwartungen weiter ein.

Unterstellt man, dass die Stabilititsbedingung aus Satz (4.1) erfiillt ist, so wird
das langfristige Verhalten des Systems (4.37) durch einen stationédren stochasti-
schen Prozess mit konstanten unbedingten Momenten beschrieben. Dabei erlaubt
es die in Annahme 2.5 geforderte Ergodizitéit des Storprozesses {&; }ien, die aus
den Realisationen der Preise bzw. der Prognosen ermittelten empirischen Momen-
te als Schétzer fiir die Momente des stochastischen Fixpunktes zu verwenden.
Im folgenden Abschnitt werden numerische Simulationen des Systems (4.37) fiir
den Spezialfall, bei dem ein einziges riskantes Wertpapier existiert, betrachtet. Da-
bei werden explizite Bedingungen an die Eintridge der Varianz-Kovarianz-Matrix

(4.25) formuliert, unter denen die Stabilitéitsbedingung aus Satz (4.1) erfiillt ist.

37 Der folgende Satz folgt dem Stabilitéitstheorem in Wenzelburger (2001a), Satz 5.1.
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4.4 Numerische Simulation

Der folgende Abschnitt présentiert Ergebnisse einer numerischen Simulation des
zufilligen dynamischen Systems (4.37), die mit dem Programmpaket MACRO-
DYN (Bohm (2003)) durchgefiihrt wurden. Dabei wird ausschliefllich der Fall
K = 1 betrachtet, d.h. es existiert ein einziges riskantes Wertpapier. In diesem
Fall ist zu beachten, dass sowohl die Blockmatrix-Eintréige der Varianz-Kovarianz-
Matrix @ ¢ M aus (4.25) als auch die mit (4.28) definierten Parameter
Skalare sind. Um dies kenntlich zu machen, werden im Folgenden Kleinbuch-
staben zur Notation verwendet so dass die Varianz-Kovarianz-Matrix aus (4.25)
geschrieben wird als

g g
2(2) = " 2 € MQ, 091 — 019 (440)

0921 022

und die mit (4.28) definierten Parameter als

a;, = R — %
: (4.41)

_ 921
02 = 022 —

Die Matrix AV aus (4.39) ergibt sich in diesem Fall als

wobei der Parameter ¢ unter Verwendung von (4.41) analog zu (4.38) wie folgt

definiert ist:

AL (1 +R)O'2
© T Royy — o1y o
(]_ + R)(O'QQO'H — 0'%2) + (RO'H — 0'12)2)

(RUu - 012)011
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Die Eigenwerte der Matrix A" erhilt man im vorliegenden Fall explizit als \; = R
und Ay = —¢. Somit ergibt sich aus Satz 4.1 fiir den Fall K = 1 das folgende

Korollar:

Korollar 4.1 Fir K = 1 besitzt der mit (4.39) definierte Erwartungsprozess

genau dann einen (global) asymptotisch stabilen stochastischen Fizpunkt, falls:

(1) R< 1

A | (14 R) (022011 —02,)+(Ro11 —012)2
(2) ‘C‘ - 22(R2117102'12)0'11 - - < 1

Die Bedingung (1) in Korollar 4.1 entspricht der Stabilitdtsbedingung in Bohm
& Chiarella (2000) fiir den Fall homogener unverzerrter Erwartungen.®® Aus der
Bedingung (2) ersieht man, dass im mehrperiodigen Fall zusitzliche Annahmen
an die subjektiven Varianz-Kovarianz-Einschétzungen der Investoren erforderlich
sind, um die Stabilitit des Systems (4.37) unter homogenen unverzerrten Erwar-
tungen sicherzustellen.

Man erkennt weiter, dass das Vorzeichen von ¢ ausschliefilich von dem Vorzeichen
des Parameters a; = R — 212 aus (4.41) bestimmt wird. Wegen der Annahme
2@ e M gilt a; # 0 und weiter ¢ > 0 < a; > 0. Die Bedingung (2) in

Korollar 4.1 kann daher geschrieben werden als:

(14+R) (022011 —03y)+(Ro11—012) <1 falls R > 212

(Roi1—o12)011 o11 4.49
(1+R)(022(;11*if2)+(R”11*"12)2 > —1 falls R < 22, ( )
a11 012)011 J11

Um in den folgenden Simulationen die Stabilitéit des Systems (4.37) zu gewéhr-
leisten, ist es gem&f Korollar 4.1 (1) erforderlich, die sichere Rendite R kleiner

als eins zu wihlen. Dies erscheint auf den ersten Blick unrealistisch, jedoch ist

38 Vgl. Bshm & Chiarella (2000), Theorem 3.2



4.4 Numerische Simulation 99

zu beachten, dass es sich hierbei um eine reale Verzinsung handelt. Dennoch er-
scheinen zu kleine Werte fiir R unrealistisch, daher wurde fiir die Simulationen
analog zu Bohm & Chiarella (2000) R = 0.99 gesetzt.*

Um unter dieser Annahme sicherzustellen, dass auch die Bedingung (2) in Ko-
rollar 4.1 erfiillt ist, ist es erforderlich, den Parameter o9y klein im Verhéltnis zu
o1 zu wihlen. ! Fiir die Eintréige der Varianz-Kovarianz-Matrix aus (4.40) wurde
daher oy, = 5, 099 = 1.875 sowie 015 = 2.5 gesetzt. Man beachte, dass die Matrix

Y unter diesen Annahmen positiv definit ist.

Fiir den Prozess {&; }1en, der die Portefeuilles der Noise-Traders beschreibt, wurde

im Rahmen der Simulationen ein AR(1)-Prozess der Form
& = O 440 | +~43¢, (4.43)

unterstellt. Der Innovationsprozess {; };en besteht dabei aus unkorrelierten, stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen, so dass E [¢,] =0, V [¢;] = 1 fiir allet € N
sowie | [g46,] = 0, t # s. Die Parameter v, h = 0, 1,2 wurden vor dem Hinter-
grund eines Aktienbestandes 7 = 100 so gewihlt, dass die Aktienportefeuilles der
Noise-Traders positive Werte zwischen 0 und 100 annehmen. Insbesondere wird
durch die Annahme || < 1 sichergestellt, dass durch (4.43) ein stationirer
stochastischer Prozess mit konstanten (unbedingten) Momenten definiert wird.

Alle Parameter, die in der Simulation verwendet wurden, sind in der folgenden

Tabelle zusammengefasst:

39 Mit Bezug auf die Resultate in Bshm & Wenzelburger (2002) ist zu hoffen, dass die Be-
dingung R < 1 gelockert werden kann, wenn man den Fall heterogener Erwartungen und
eine hinreichend grofie Anzahl von Investoren auf dem Markt zulésst, die keine unverzerrten

Erwartungen halten, z.B. sog. Chartisten.

40 Unter der Annahme konstanter Varianz-Kovarianz-Matrizen erscheint es sicherlich sinnvoll,
099 = 011 zu setzen, so dass die Investoren eine im Zeitablauf konstante Varianz des Preispro-

zesses unterstellen. Dies fiihrt im vorliegenden Fall jedoch zur Instabilitidt des Systems.
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Parameter || Wert || Bez. im Programm || Beschreibung
o 50 alpha Aggr. Risikotoleranz
011 5 sigma_11 Varianz pg4q
022 1.875 sigma_22 Varianz p;o
012 2.5 sigma_12 Kovarianz pyy1, pry2
~(0) 5 gamma_() AR-Parameter
A1) 0.9 gamma._1 AR-Parameter
() 2.5 gamma_2 AR-Parameter
R 0.99 R Risikolose Rendite
z 100 x_all Anzahl Aktien
Do 60 p-0 Startwert f. Preis

Die folgende Abbildung 3 zeigt zunéichst einen Zeitreihenausschnitt des Storpro-

zesses {& }en, der die realisierten Portefeuilles der Noise-Traders beschreibt:

&
70 L)
52.5
35
17.5 —
0 | | | ™t
800 850 900 950 1000

Abbildung 3: Zeitreihenausschnitt der Portefeuilles der Noise-Traders
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Gegeben die obige Realisation der Portefeuilles der Noise-Traders illustriert Ab-
bildung 4 das Konzept eines stochastischen Fixpunktes. Dazu werden drei ver-
schiedene Startwerte pf = 50, pu2 = 60 und i = 70 des Prognoseprozesses
{11 }ten betrachtet. Man erkennt, dass unabhéngig von den Startbedingun-
gen jeder der drei Zeitreihen {y} ,,}ien, @ = 1,2,3, innerhalb der ersten 500

Iterationen gegen denselben Pfad konvergiert.

1 2 3
Hivg Hi—1e ooy

04

65

N /VW"”\\

55

50 x x x =t
0 125 250 375 500

Abbildung 4: Konvergenz der Erwartungen fiir alternative Startwerte.

Die folgenden Abbildungen 5 und 6 illustrieren die Dynamik des induzierten
Preisprozesses. In Abbildung 5 ist ein Zeitreihenausschnitt dargestellt, in Ab-
bildung 6 die zugehorige empirische Haufigkeitsverteilung. Letzterer liegt eine
Iterationstiefe von T = 10° zu Grunde. Die zugehorigen empirischen Momente
sind in der Tabelle darunter zusammengefasst.

Man erkennt, dass die Preise fiir die betrachtete Realisation des Storprozesses
strikt positiv sind und Werte in dem Intervall [60, 70] annehmen. Bemerkenswert
ist, dass die Volatilitdt des Preisprozesses iiber die Zeit nicht konstant zu sein
scheint, sondern in manchen Abschnitten (¢ € [800,840], ¢t € [920,1000]) syste-
matisch grofer zu sein scheint als in anderen (¢ € [840, 870] ,t € [890,910]). Dieses
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Phénomen ist interessanterweise auch bei empirischen Finanzmarktzeitreihen zu

beobachten und wird als sog. Volatility Clustering bezeichnet.

Dt

704

67.5

65 —

62.5

60 x x x Ral?
800 850 900 950 1000

Abbildung 5: Zeitreihenausschnitt des Preisprozesses

0.01
0.0075
0.005 —

0.0025

0 T ™ Dt
55 60 65 70 75

Abbildung 6: Empirische Haufigkeitsverteilung der Preise

Statistik Schitzung || Statistik | Schitzung

Mittelwert 63.1962 Varianz | 3.78956
Std. Abweichung | 1.94668 Schiefe | -0.0189265
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Die folgenden Abbildungen 7—9 beschreiben die zeitliche Entwicklung der Porte-
feuilles der Generationen 7 = 1,2 und der Noise-Traders. Man erkennt zunéchst,
dass unterschiedliche Planungshorizonte im vorliegenden Fall tatséchlich die Bil-
dung unterschiedlicher Portefeuilles bewirken. Dabei ist auffillig, dass die nicht-
jungen Investoren durchgingig weniger Aktien halten als die jungen Investo-
ren. Weiter erkennt man, dass die Schwankungen in den Portefeuilles der Noise-
Traders stets durch eine entsprechende Gegenbewegung in den Portefeuilles der
jungen Investoren quasi ’aufgefangen’ werden. Dabei scheinen die Portefeuilles
der jungen Investoren jedoch stéirker zu schwanken als die der Noise-Traders.
Weiter ist auch hier das Phéinomen einer im Zeitablauf variierenden Streuung der
Zeitreihen zu beobachten. Dies gilt insbesondere fiir die Portefeuilles der Gene-

ration j = 1.

o &
801
60 —
o M NN e
20
0800 9(|)() 10|00 11IOO 12IOT) t

Abbildung 7: Zeitreihenausschnitt der Portefeuilles der Handlergruppen
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2t
A

75
62.5
50

37.5

25 x x x Ral?
800 900 1000 1100 1200

Abbildung 8: Zeitreihenausschnitt der Portefeuilles der jungen Generation

(1)

T,

15
11.25
7.5

3.75

0 x x x Ral?
800 900 1000 1100 1200

Abbildung 9: Zeitreihenausschnitt der Portefeuilles der nicht-jungen Generation

Da in der Literatur haufig nicht die Aktienpreise direkt, sondern die entsprechen-
den Renditen betrachtet werden, ist abschliefend ein Zeitreihenausschnitt des
induzierten Rendite-Prozesses {r;}en mit ry 1= ’% dargestellt. Auch hier ist
das Phédnomen einer im Zeitablauf schwankenden Volatilitdt deutlich zu erkennen.
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Ty
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0.01
0
-0.01
—0.02 | | | ™1
2000 2250 2500 2750 3000

Abbildung 10: Zeitreihenausschnitt des Renditeprozesses

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Preisbildung und -dynamik unter den Annahmen des
mehrperiodigen CAPM untersucht. Es wurde gezeigt, dass die Preisbildung eine
identische Struktur aufweist wie im Fall mit einperiodig planenden Investoren und
heterogenen Erwartungen (Wenzelburger (2001a)). Weiter ergab sich, dass die
unterschiedlichen Planungshorizonte der Generationen auch unter der Annahme
homogener Erwartungen zur Bildung strukturell unterschiedlicher Portefeuilles
fithren. Innerhalb einer Generation hélt jeder Investor einen konstanten Anteil
am Generationenportefeuille, der durch seine individuelle Risikoeinstellung be-
stimmt wird. Fiir das dreiperiodige CAPM wurde weiter eine nicht-aufdatierende
Prognoseregel formuliert, die unter homogenen Erwartungen unverzerrte Preis-
prognosen generiert. Dabei wird die Stabilitdt der Preise und Prognosen unter
homogenen unverzerrten Erwartungen neben der risikolosen Rendite insbesonde-

re von den subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen der Investoren bestimmt.
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In der vorliegenden Diplomarbeit wurde ein sequentielles Finanzmarktmodell mit
einer endlichen Anzahl beliebig heterogener Investoren und einer explizit definier-
ten Preis- und Erwartungsbildung vorgestellt. Die mehrperiodige OLG-Struktur
des Modells fiihrt dabei fiir jeden Markteilnehmer in jeder Handelsperiode auf
ein mehrperiodiges Portefeuilleentscheidungsproblem, dessen Formulierung und
Losung sowohl unter allgemeinen als auch den speziellen Annahmen des CAPM
betrachtet wurde. Fiir beide Félle wurden Bedingungen an die subjektiven Erwar-
tungen und Préferenzen der Investoren formuliert, unter denen das mehrperiodige
Entscheidungsproblem zu einer wohldefinierten Nachfrage nach Wertpapieren in
der Entscheidungsperiode fiihrt.

Als bemerkenswertes Resultat ergab sich dabei, dass unter den Annahmen des
CAPM die Nachfrage eines mehrperiodig planenden Investors strukturell der eines
myopisch handelnden Investors entspricht. Somit kann das Nachfrageverhalten
eines Investors mit mehrperiodigem Planungszeitraum innerhalb des hier vorge-
stellten CAPM-Rahmens immer als Resultat eines myopisch handelnden Investors

mit entsprechenden Erwartungen und Préiferenzen dargestellt werden.

Aufbauend auf der Loésung des individuellen mehrperiodigen Entscheidungspro-
blems wurde die Form des 6konomischen Preisbildungsgesetzes untersucht, das in
jeder Periode aus den individuellen Nachfragen die marktrdumenden Preise ex-
plizit bestimmt. Als unmittelbare Konsequenz des oben beschrieben Resultates

weist die Preisbildung im mehrperiodigen CAPM dabei eine identische Struktur
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auf wie im Fall mit einperiodig planenden Investoren und heterogenen Erwartun-
gen (Wenzelburger (2001a)). Im mehrperiodigen Fall ergibt sich die Heterogenitét
dabei — neben maoglicherweise unterschiedlichen Erwartungen — zusétzlich durch
die unterschiedlichen Planungshorizonte der Investoren. In diesem Zusammen-
hang wurde gezeigt, dass die Generationen im mehrperiodigen CAPM auch unter
der Annahme homogener Erwartungen in der Regel strukturell unterschiedliche
Portefeuilles halten werden. Die Annahme einer mehrperiodigen OLG-Bevolke-
rung induziert somit eine heterogene Portfeuillestruktur, die allein auf die unter-

schiedlichen Planungshorizonte der Investoren zuriickzufiihren ist.

In einem letzten Schritt wurde die Dynamik der Preise untersucht, die durch
Aufdatierung der subjektiven Erwartungen mittels zeitinvarianter Prognosere-
geln entsteht. Es wurde gezeigt, dass die Interaktion der individuell verwendeten
Prognoseregeln mit dem 6konomischen Preisbildungsgesetz ein zufilliges dyna-
misches System im Sinne von Arnold (1998) definiert. Dieses liefert eine explizite
Beschreibung der Dynamik der Preise und Erwartungen in dem Modell.

Speziell wurde im Rahmen des dreiperiodigen CAPM die Existenz einer explizit
definierten, nicht-aufdatierenden Prognoseregel gezeigt, die bei homogenen Er-
wartungen aller Marktteilnehmer unverzerrte Preisprognosen generiert. Im stabi-
len Fall wird das langfristige Verhalten der Preise, Erwartungen und Portefeuilles
unter homogenen unverzerrten Erwartungen durch einen stationédren stochasti-
schen Prozess, einen sogenannten stochastischen Fixpunkt, beschrieben. Die Sta-
bilitit dieses Fixpunktes wird dabei von der risikolosen Rendite und den subjek-

tiven Varianz-Kovarianz-Matrizen der Investoren bestimmt.

Uber die Betrachtungen dieser Arbeit hinaus sind Erweiterungen sowohl inner-
halb des vorgestellten Modellrahmens als auch dariiber hinaus vorstellbar. So ist

zundchst daran zu denken, die Untersuchung der Preisbildung und -dynamik im
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mehrperiodigen CAPM auszuweiten. Diesbeziiglich beschréinkte sich die Betrach-
tung im Rahmen dieser Arbeit weitestgehend auf den einfachsten Fall, bei dem
alle Generationen homogene, unverzerrte Erwartungen halten. Als zuséitzliche
Einschrinkung wurde bei der numerischen Simulation unterstellt, dass ein einzi-
ges riskantes Wertpapier existiert. Hier erscheint es sinnvoll, die Betrachtung auf
den Fall mehrerer Aktien und mehr als zwei Entscheidungsperioden zu erweitern.
Des Weiteren ist denkbar, auch den Fall heterogener Erwartungen zuzulassen, bei
dem nicht alle Investoren unverzerrte Prognosen bilden.

Weiter wire es interessant, die Auswirkungen unterschiedlich langer Planungs-
zeitrdume unter der Fragestellung zu untersuchen, ob ein mehrperiodig planender
Investor langfristig hohere Portefeuilleertrige bzw. Renditen erzielt als ein Anle-
ger, der sich in jeder Handelsperiode myopisch verhilt.

Langfristig ist daran zu denken, die Marktraumungsannahme zu modifizieren und
den Preisbildungsmechanismus an in der Praxis vorherrschende Handelsformen
anzugleichen. In diesem Zusammenhang kann der Preismechanismus der elektro-
nischen Handelsplattform XETRA als Referenz dienen (vgl. dazu Deutsche Borse
AG (2002)). Allerdings ist dabei zu beachten, dass dies eine Neuformulierung
des Modells und insbesondere des individuellen Entscheidungsproblems nach sich
zieht, da in diesem Fall die Aktien nicht simultan gehandelt werden. Es ist jedoch
zu hoffen, dass die in dieser Arbeit erhaltenen Resultate dabei Verwendung finden

konnen.
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A Anhang 1

A.1 Beweis von Lemma 2.1

Fiir jedes k € {1,...,j} bezeichne 7y : HZ:1 S — S die k-te Projektionsabbil-

dung definiert als mg(s,..., Sk, ..., 5;) = sk. Weiter wird mit my : HZZI S —
Hle S, mi(St,. s Sky---,8;) = (S1,...,5;) die Projektion des Produktraumes
S/ = {:1 S auf seine ersten £ Komponenten bezeichnet.

Im Rahmen des Beweises wird das folgende Faktorisierungslemma verwendet
(zum Beweis s. Génssler & Stute (1977), S.198, Satz 5.3.21 und Arnold (1998),
Satz 1.4.3):

Lemma A.1 Es sei (,.Ay) ein messbarer Raum und es sei (9, B(€)) ein
polnischer Raum ausgestattet mit der Borel’schen o-Algebra. Dann existiert ein
Ubergangskern Q@ : Qy x B(Qy) — [0, 1] so dass sich jedes W.-Maf P auf dem
Produktraum (21 x Qy, A1 ® B(€y)) fiir jedes A € Ay ® B(Qy) schreiben ldsst als:

P(A) = (P, x Q@)(A) ::/Q/Q1A(w1,w2)Q(2)(w1,dwg)lPl(dwl). (A1)

Dabei wird das Maf Py auf (4, Ay) von der Projektionsabbildung my = 0y xQy —

Qy, m (w1, ws) = wy induziert. Die Zerlequng ist P-fast sicher eindeutig.

Um diesen Satz anwenden zu konnen, zeigt man zunéchst, dass der Signalraum
S = P x D ein polnischer Raum ist. Der euklidische Raum RX*! ist nach Bau-

er (1992), S. 179, Beispiel 1, stets polnisch, somit sind P = RYf' ¢ R¥H!
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und D = RET € RE+! als offene (Bauer (1992), S.179, Beispiel 2) bzw. abge-
schlossene (Bauer (1992), S.179, Beispiel 3) Unterrdume eines polnischen Rau-
mes ebenfalls polnisch und damit auch ihr Produkt & = P x D (Bauer (1992),
S.179, Beispiel 4). Die Vorraussetzungen des Satzes sind somit fiir den Signalraum
(S, B(S)) erfiillt.

Setzt man in einem ersten Schritt 2, = H{;ll S, 2y = &S, so erhdlt man mit
Lemma A.1 eine Faktorisierung der Form v = vU=1 x QU) wobei die Randvertei-
lung vU=1 auf (8-, B(S/~")) durch die Projektion my; 1 : [[_, S — [[1Z S
induziert wird. Fiir jedes B € B(S?) gilt somit die Zerlegung

v(B) = (WY x QW) (B)
/S 1/1B ) j )( ]1‘71:d5j)y(j71)(d5]1‘71)'

Setzt man in einem weiteren Schritt €2y = Hij S, Qy = S und zerlegt das Maf
vU~1 unter erneuter Anwendung von Lemma A.1 in #U~2?) x QU-Y und verfihrt
analog mit #U~2), usw., so erhélt man schlieBlich mit Q") = vV die gewiinschte
Faktorisierung v = Q) x Q) x - - - x QU). Dabei wird die (Rand)-Verteilung Q")
beziiglich s; durch die Projektionsabbildung 7 definiert, d.h. fiir jede messbare
Menge B € B(S) gilt: QM (B) := v(r; ' (B)). u

A.2 Beweis von Lemma 2.2

Betrachte die Funktion h := f — g. Offenbar gilt A > 0 fiir alle x € X und
p({h > 0}) > 0. Aufgrund der Definition des Integrals gilt [, hdy > 0. Angenom-
men es gelte fX hdp = 0. Dies ist nach Bauer (1992), S.81, Satz 13.2, dquivalent
zu p({h > 0}) = 0, was einen Widerspruch darstellt. Somit gilt [ hdp > 0 und
mit der Linearitét des Integrals [, fdu > [, gdp. |
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A.3 Beweis von Lemma 3.1

(1) Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion in zwei Schritten: Im ersten
Schritt wird die Aussage fiir m = 2 bewiesen. Im zweiten Schritt wird der

Induktionsiibergang m — 1 — m gezeigt.

Fiir m = 2 gilt mit der Definition aus Gleichung (3.5):

2 2

o c®,99,00) = [ exp{_§(x ) TQ (5 19(1))} (A.2)

i=1 i=1
2

_ 0@ exp{_% S (@ — 9 0) TR0 (5 g(i))}_

=1

Unter Beachtung der Symmetrie der Matrizen Q¥ € My, i = 1,2 und der
damit verbundenen Eigenschaft 2TQ®W-19() = 9OTQ-1z des Skalarpro-
duktes kann die Summe im Exponenten umgeschrieben werden zu:

2
Z(x — 9 TQI 1 (1 — D)
i=1
2
— Z (xTQ(i)*lx — 922 TQE-19@) 4 Qg(i)TQ(i)*lg(i))
i=1

= T QU QO g — 2T [QU-TYD) 4 Q@-1y@)]

F9MWTQM=19() 4 9T OE)=19(2)
Setzt man

Q = [0t 41T

9 = QWM 4 @ 1H@)]
Hle g(0; ¢, 90 Q)

c = ,

9(0;9,9Q)
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so gilt weiter

2
Z(x _ ﬁ(i))TQ(i)*l(x _ ﬁ(i))
i=1

— 2 Q' — 22T QY+ 9T QW) L g@AT Q@19 4 9T~y

= (z—9)"Q (z —9) + 9T Ly TOR-1y2) _ yTO~1y,

Einsetzen dieser Beziehung in (A.2) liefert:

1
= M exp{—5 (w=0)T0 (=) 970 "9
LT QM=19() 4 19(2)TQ(2)—119(2)> }
T2, ¢ exp{— L0 T Q=190
exp{—39TQ-10}

2 el 9l Q) 1
— Hz:lg(oac ’ ’ )exp{—g(x—ﬁ)TQ_l(x—ﬁ)}

9(0;9,0
= cexp{—%(z—ﬁ)TQ_l(x—ﬁ)}
= g($;67 1‘9’ Q)’

so dass die Behauptung mindestens fiir m = 2 erfiillt ist.

In einem zweiten Schritt zeigt man die Behauptung fiir beliebiges m un-

ter der Annahme, dass die Aussage fiir m — 1 gilt. Man erhélt unter der

Induktionsannahme:
m m—1
Hg(x C(Z)’g(Z)’Q(Z)) = g(x C(m)’g(m)’Q(m)) H g(x,c(’),ﬁ(’),ﬂ(’))
=1 =1
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mit
QO = [ .4 Q=)= ] -1
9 = Q [Q( =19 4Ly Q(m—l)—l,ﬂ(m—l)]
i | g(o D 9 Q(i))

g(0; 0, Q)
Nach Schritt 1 gilt fiir das Produkt der beiden Gauss’schen Funktionen in
(A.3):

g(z; ™ 9m Qim) g(x;é,z@, Q) = g(z;¢,9,Q), (A.4)

3 Y

wobei sich die Parameter (c, 9, ) ergeben als

-1

Q = {Q_l + Q(m)_l}
= [QO7 4. Qi g O]

9 = Q[0 1y
- 0 [Q(l)*lg(l) 44 QU -lg(m=1) Q(m)*lg(m)]

9(0;9,9)
Dies beweist die Behauptung (1).
(2) Das Integral einer Gauss’schen Dichtefunktion f(z;1,Q) iiber RE ist auf

eins normiert (siehe Anderson (1984)), d.h. es gilt

fz:9,Q)de = 1.
REK
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Mit dieser Eigenschaft und Gleichung (3.6) folgt:

/ g(x;¢,0,Q) dx
RK

Tg)/]RK g(x; c(2),0,9Q) dx

@/E{Kf(x;ﬁ,ﬁ) dx

(3) Die ersten beiden Eigenschaften (E1) und (E2) ergeben sich unmittelbar

aus der Definition (3.5) einer Gauss’schen Funktion. Um die Eigenschaft

(E3) zu zeigen, geniigt es, den Exponenten zu betrachten. Es gilt unter
Ausnutzung der Eigenschaften (Az)" = 2T AT und (AB)' = B 'A! fiir

z € R¥ und invertierbare A, B € RE*X:

(Az —9) " Q' (Az — 0)

(A(x — A7) Q1 (A(x — A7)
(1 — A7) ATQO A (2 — A1)
(z—A79)" (A7'QA7T) (2 — A7),

Die Behauptung folgt damit unmittelbar durch Einsetzen in (3.5). |
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A.4 Beweis von Lemma 3.2

(1)

Der Preisraum R’ ausgestattet mit der Borel’schen o-Algebra B(RX) be-
sitzt nach Bauer (1992), S.179, Beispiel 1, die Eigenschaften eines polnischen
Raumes. Die Existenz einer Faktorisierung der Form (3.13) folgt damit ana-

log zu dem Beweis von Lemma 2.1 aus dem Faktorisierungslemma A.1.

Um die spezielle Form der bedingten Verteilung Q® (p;,-) und der Rand-
verteilung Q) zu zeigen, wird das folgende Lemma verwendet (zum Beweis
siche Tong (1990), S.35, Theorem 3.3.4. und Anderson (1984), S.37, Theo-
rem 2.5.1 und Theorem 2.4.3):

Lemma A.2 Firn > 2 und 1 < m < n sei X = (X1, X3) eine nicht-
singuldr normalverteilte Zufallsvariable mit Werten in R™ x R™™™ und zu-

gehdrigen, entsprechend partitionierten Momenten

Y1 X -|
e H1 €R", Z::[ 1 212

€ M,.
i | Zor T |

Dann lisst sich die mittels Gleichung (3.4) definierte gemeinsame Dichte-
funktion f,(x; p, X) wie folgt zerlegen:

falz:p, X) = fn—m($2;ﬂ2\1,22)1 fm(xl;ﬂla 211)4
Beding;er Dichte Randdichte
wobei  poy = pia + Son X7 (21 — 1)
Yo = Y — S X' T

Die bedingte Dichtefunktion fn_pm(zo; po)1, Xo) definiert die bedingte Vertei-
lung der Zufallsvariablen Xy gegeben eine Realisation X; = x1 als Normal-
verteilung auf R*™"™ mit Momenten (pop, X2).

Die Randdichte fu,(x1; 1, X11) definiert die Randverteilung der Zufallsva-

riablen X als Normalverteilung auf R™ mit Momenten (p1, 311).
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Aus der gemeinsamen Normalverteilung v € Prob(R*N) der Zufallsvaria-
blen (p1,p2) ergibt sich mit Lemma A.2(1) (wobei X; = p; und Xy = py
gesetzt wird) die bedingte Verteilung Q® (py, -) der Zufallsvariablen p, un-
ter Verwendung der Parameter (3.12) als Normalverteilung auf R¥ mit

bedingten Momenten

popn = iz + T Xy (01 — )
= [y + Bapr
Yo 1= g — Iy X' S
= Y — Byl

Weiter erhiilt man die Randverteilung Q") der Zufallsvariablen p, als Nor-

malverteilung auf R* mit Momenten (1, %;) und damit die Behauptung.

A.5 Beweis von Lemma 3.6

(1)

Die Existenz einer Faktorisierung der Form (3.2) folgt unmittelbar mit den
Induktionsschritten aus dem Beweis von Lemma 2.1 und den Uberlegungen

aus dem Beweis von Lemma 3.2 (1).

Um die spezielle Form der bedingten Verteilungen Q®(p!~',.) fiir jedes
t=2,---,jzuzeigen, wird die gemeinsame Normalverteilung v der Zusfalls-
variablen py,---,p; in j — 1 Schritten unter wiederholter Anwendung von
Lemma A.2 faktorisiert.

In einem ersten Schritt zerlegt man die gemeinsame Verteilung v in ei-
ne bedingte Verteilung Q(j)(p{;l, -) der Zufallsvariablen p; und eine ge-

meinsame Randverteilung der Zufallsvariablen py, - - -, p; 1. Dazu setzt man
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S; = [Zj1--%;, 1] und partitioniert die Momente (u, X) € R*7 x Mp;
der gemeinsamen Verteilung aus (3.9) wie folgt:
D e

E — y IU’ =
Si o Xy 14

Unter Anwendung von Lemma A.2 (wobei X; = p} ' und X, = p;) erhiilt
man die bedingte Verteilung Q(j)(pfl, -) der Zufallsvariablen p; als Nor-
malverteilung auf R* mit bedingten Momenten (y;_1,%;), die sich unter

Verwendung der mit (3.50) definierten Parameter ergeben als:

i_17—1 i P
pig— = S [EU e
= G- Bl
L= 8-S [ET] s

Die Behauptung (2) ist somit fiir ¢ = j erfiillt. Weiter erhélt man aus dem
ersten Schritt die Randverteilung der Zufallsvariablen py, -+, p;_ als Nor-
malverteilung auf RXG= mit Momenten (z] ', %7 '), Diese wird nun in
einem zweiten Schritt unter erneuter Anwendung von Lemma A.2 in eine
bedingte Verteilung QU1 (p!™2,.) der Zufallsvariablen pj—1 und eine ge-
meinsame Randverteilung der Zufallsvariablen py, ..., p;_o zerlegt, usw.
Als Resultat des ersten Schrittes ergibt sich bereits induktiv, dass fiir belie-
biges t = 1,--+,7 — 1 die gemeinsame Randverteilung der Zufallsvariablen
p1, -+, pr gegeben ist durch eine Normalverteilung auf R** mit Momenten
(pt, 38 € RM! x Mgy

Um die Behauptung (2) durch vollstéindige Induktion zu zeigen, ermittelt
man fiir beliebiges t = 2, ..., 7 —1 aus der gemeinsamen Randverteilung der

Preise p1, ..., p; die bedingte Verteilung Q® (p'i_l, -) der Zufallsvariablen p;.
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Dazu setzt man wieder S; := [¥;; - --3;; 1] und partitioniert die Momente
(p},Xt) der Randverteilung wie folgt:
DI pi!
¥ = . n=
S Xy Mt
Mit Lemma A.2 (setze dazu X; = p!~! und X, = p,) erhilt man die bedingte
Verteilung Q) (p'~!, ) der Zufallsvariablen p, als Normalverteilung auf R¥
mit bedingten Momenten (ut‘t,l,Et) die sich unter Verwendung der mit

(3.50) definierten Parameter ergeben als:

171, 4o _
pger = e+ S (S0 (7 = pith
= Bi— Btpi_l
_17-1
Zt = Ett - St [Ztl 1] StT

Die Behauptung (2) ist somit fiir beliebiges ¢ beweisen.

Im letzten Faktorisierungsschritt erhiilt man die Randverteilung QM) der
Zufallsvariablen p; als Normalverteilung auf R¥ mit Momenten (u1,%11) €
RE x Mk und damit die Behauptung (3).

Man beachte insbesondere, dass mit Lemma 3.3 in jedem Zerlegungsschritt
sowohl die bedingte Verteilung als auch die sich ergebende Randverteilung
nichtsingulér sind, d.h. die zugehdrigen Varianz-Kovarianz-Matrizen sind

positiv definit und symmetrisch. [ |
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A.6 Beweis von Lemma 3.7

Um die Lesbarkeit des folgenden Beweises zu erleichtern, sind an dieser Stelle
nochmals die Parameterdefinitionen aufgefiihrt, die in der folgenden Beweisfiihrung

Verwendung finden. Es gilt mit (3.50) und (3.56) firt=1,---,j — 1:

AP = Ik n=0
R”IK—R"*IB&)”—---—B::(?-L n=1,---,j—t
ﬁgn) = Agn)_lﬂtJrn\tfl
an) = Agn)_lzt'i'nAgn)_T) n = Ua ]-7 e 7j —1 (A5)
0
FOR (%)
t T

. . -1\ °
(o )
Weiter gilt darauf aufbauend fir¢t =1,---,5 —1:

-1

j—t
Q = |y ot
n=1
j—t
9, = O ZQ,E")‘%%")] (A.6)
n=1
oo o o)
9(0; 9y, )
sowie
o, = [Z'+o"
gt = ®t [Zt_lﬂt‘tfl‘f‘ﬂt_l’&t] (A?)
6 = g(o;ct;ﬁt;Qt)g(O;C(Et)aut\tflazt)
L 9(0;6,,0,) '

Fiir die folgende Beweisfiihrung wird ein technischer Zusammenhang ausgenutzt,

der in dem folgenden Lemma beschrieben wird:
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Lemma A.3 Gegeben die Parameter aus (A.5) und (A.6) gilt firt =1,---,j—1:

—t

.

9(p; e, Uy, ) = 9(p; ™ 9, an))

n=1

Beweis: Setzt man m = j — t, 9™ = 9\, QM = Q" sowie ¢ = " fiir n =

1,--+,j—t, so folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 3.1 (1). O

Um die eigentliche Behauptung zu zeigen, nutzt man zunéchst Gleichung (3.76)

und den Zusammenhang

Q(Rpt§6t+1a9t+1,@t+1) = C(Zt+1)g(RPt§Mt+1\t,Et+1)Q(Rpt§0t+1,19t+1,9t+1)

aus. Somit gilt:

¢ c(X
(Rpt: (@t+1) 0t+1;®t+1) = 026:3 (Rpt:,utJrlt;EtJrl)J (Rpt, Ct+1;119t+1;9t+1)
T
(A.8)
Mit Lemma A.3 ldsst sich der Ausdruck /7 in (A.8) schreiben als
i—(t+1)
(Rpt: Cer1, Vry1, Qt+1 H 9(Rpy; Ct+17 19§+)1; Qgi)l) (A.9)
7 n=1

Mit Gleichung (A.5) und AE% = Ik gilt: 195921 = Agflutﬂ‘t = fu41c und weiter
Qt+1 = At+1 Zt+1At+1 = Y441. Darauf aufbauend ergibt sich aus (A.5) unter
Verwendung von Gleichung (3.77):
0 = () _
(e )
(X1
o[z + S el ] )
¢(Xe11) ¢(Ze41)

) C([Et_‘}'ll + Qt_+11]_1> - c(Op41) (A.10)
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Der Ausdruck 7 in (A.8) kann somit geschrieben werden als:

c(Xt41)
c(O411)

Q(RptE K11t Z3t+1) = g(Rpt; Cgr)la 19:%931: Qgg-)l)' (A-H)

Einsetzen von (A.9) und (A.11) in (A.8) liefert:

. J—(t+1)
Cit1 (n) (n) (n)
Rpy; ————. 0 C) = I I Ry, L0, Q ) A.12
9( Pt: C(®t+1)’ t+1, t+1) 11 9( Pt; Cyy1, Vg t+1) ( )

Aus der Definition der Matrizen Ag“) sowie der Parameter c,ﬁ”) in (A.5) ersieht

man die rekursiven Zusammenhénge

A = RAMY BT =1, -t (A.13)
und

M= cﬁi}l), n=1,---,j —t. (A.14)

Durch Ausnutzung dieser Beziehung sowie der Eigenschaften (E1) und (E3) aus

Lemma 3.1 kann (A.12) wie folgt umgeschrieben werden:*!

A

9(Bee 5,y

j—(t+1)
= H 9(Rp; Cgi)la 19:@1; Qﬁi)l)

n=0
j—(t+1)

(A.5) n)—1 T
= | | (Rpt, Ct—l—)l’ A§+)1 Httnt1lt A§+)1 Yitnt1 At+1 )
n=0

1)—1 n—1)-T
= Hg<Rptact+1 :At+1) Mt+n\t;A£+1) 2t+nA§-|—1) )

gt-l—l) ®t+1)

41 Die Ausnutzung der Eigenschaften (E1) und (E3) sowie obiger Gleichungen ist in den fol-
genden Umformungen durch entsprechende Superskripte kenntlich gemacht.
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(A.13),(A.14)

A
115
&

A
=
=)

N4

N~

nl)

H-T
9 Rptvct+1 A Mt+n\taA£+1> Zt+nA§11)

g(RA t+1 ptact-l—l )aMtJrn\taEt—I—n)

<. 3
Iy

<. 3
i

g At pt;Ct ;Mt+n\t 172t+n>

<. 3
I

g ({RAtill t(-l—)n} Pr; C§+1 b y Ht4n|t—1, Zt+n>

g \Pp;C ; t Mt+n\t 1,A() 12t+nA£n)7T>

Il

g (pt,ct U ),Qﬁ”))

g(pt7 Ct,s 1915’ Qt)

3
—_

)

wobei im letzten Schritt erneut Lemma A.3 ausgenutzt wurde. Damit ist (3.80)

bewiesen.
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