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1 EinleitungZu den s
hwierigsten und glei
hzeitig spannendsten Fragestellungen der moder-nen �okonomis
hen Theorie geh�ort es, ein theoretis
hes Erkl�arungsmodell f�ur dieempiris
h beoba
hteten Ph�anomene auf Finanzm�arkten zu liefern. Dies gilt ins-besondere f�ur die Bildung und das dynamis
he Verhalten von Preisen auf Ak-tienm�arkten, die teilweise starken S
hwankungen unterworfen sind, die si
h austheoretis
her Si
ht bisher nur unzurei
hend erkl�aren lassen.Ganz allgemein l�asst si
h sagen, dass Aktienpreise �uber den Preisme
hanismusaus den Anlageents
heidungen der Investoren auf dem Markt resultieren. Dieseergeben si
h aus einem individuellen Portefeuilleents
heidungsproblem, bei deminsbesondere zuk�unftige Kursentwi
klungen mit ber�u
ksi
htigt werden m�ussen.Da diese in der Regel zum Ents
heidungszeitpunkt ni
ht bekannt sind, erfolgt dieEnts
heidung unter Unsi
herheit und auf der Basis von subjektiven Erwartungen.Allgemein l�asst si
h somit festhalten, dass die beoba
hteten Preise ents
heidendvon den Erwartungen der Marktteilnehmer bestimmt werden. Das Ph�anomen, beidem tats�a
hli
h beoba
htete Gr�o�en von den Erwartungen �uber ihren zuk�unftigenVerlauf abh�angen, wird allgemein als Erwartungsr�u
kkopplung (engl.: expe
tati-ons feedba
k) bezei
hnet und ist eine 
harakteristis
he Eigens
haft �okonomis
herSysteme (vgl. B�ohm & Wenzelburger (1999)). Um also zun�a
hst die Preisbildungauf Finanzm�arkten zu erkl�aren, m�ussen zwei Dinge untersu
ht werden: Erstens,wie die Investoren ihre Portefeuilleents
heidung in Abh�angigkeit von ihren sub-jektiven Erwartungen tre�en und, zweitens, wie der Preisme
hanismus aus den



1 Einleitung 2individuell ge�au�erten Na
hfragen die Preise der Aktien bestimmt.Um in einem weiteren S
hritt die Dynamik der Preise zu erkl�aren, muss ber�u
k-si
htigt werden, wie die Marktteilnehmer ihre Erwartungen in Abh�angigkeit vonden ihnen zur Verf�ugung stehenden Informationen bilden und �uber die Zeit aufda-tieren. Die in die Erwartungsbildung eingehenden Beoba
htungen k�onnen dabeineben vergangenen Kursentwi
klungen au
h exogene Ein
�usse wie gesamtwirt-s
haftli
he Situation, politis
he Ereignisse, Unternehmensdaten, et
. umfassen.Eine theoretis
he Bes
hreibung der Dynamik von Aktienpreisen muss also insbe-sondere modellieren, wel
he Prognoseregeln die Investoren bei der Bildung ihrerErwartungen verwenden.Mit diesen Erkenntnissen ers
heint es sinnvoll, bei der Modellierung eines Finanz-marktes in drei S
hritte vorzugehen:1. Betra
htung des individuellen Portefeuilleents
heidungsproblems f�ur gege-bene subjektive Erwartungen, dessen L�osung zu einer gew�uns
hten Na
h-frage na
h Wertpapieren f�uhrt.2. Modellierung des �okonomis
hen Preisbildungsgesetzes, das in jeder Han-delsperiode die Preise und damit au
h die na
h dem Handel realisiertenPortefeuilles endogen aus den individuellen Na
hfragen bestimmt.3. Einbettung der ersten beiden S
hritte in ein sequentielles Modell, das ins-besondere die Aufdatierung der subjektiven Erwartungen in Form von ex-plizit de�nierten Prognoseregeln �uber die Zeit ber�u
ksi
htigt und somit eineexplizite Bes
hreibung der Entwi
klung von Preisen, Portefeuilles und Er-wartungen liefert.Trotz dieser strukturellen Zusammenh�ange wird in der Literatur weitgehend dar-auf verzi
htet, alle drei genannten S
hritte in die Modellierung eines Finanzmark-tes mit einzubeziehen. So wird in den klassis
hen Arbeiten von Tobin (1958) und



1 Einleitung 3Markowitz (1952) zun�a
hst nur das individuelle Portefeuilleents
heidungsproblemuntersu
ht, ohne die Interaktion der Investoren auf dem Markt zu betra
hten.Im Rahmen des ber�uhmten Capital Asset Pri
ing Model (CAPM) (Sharpe (1964),Lintner (1965) und Mossin (1966)) erfolgt die Betra
htung zwar im Rahmen einesges
hlossenen Finanzmarktmodells, jedo
h ist das Modell statis
h angelegt, d.h.es wird nur eine einzige Zeitperiode betra
htet. Somit k�onnen keine Aussagen�uber die zeitli
he Entwi
klung von Preisen, Portefeuilles, et
. gema
ht werden.Weiter bes
hr�ankt si
h die Betra
htung auf den Fall homogener rationaler Er-wartungen aller Investoren.In B�ohm, Deuts
her & Wenzelburger (2000) wird erstmals ein sequentielles Fi-nanzmarktmodell pr�asentiert, das alle drei oben genannten Modellierungss
hritteumfasst. Aufbauend darauf werden in den Arbeiten von B�ohm & Chiarella (2000),Wenzelburger (2001a), Tonn (2001) und B�ohm &Wenzelburger (2002) die Annah-men des CAPM aufgegri�en und im Rahmen eines sequentiellen Modells betra
h-tet. Weiter wird die Annahme homogener rationaler Erwartungen des klassis
henCAPM modi�ziert, so dass die subjektiven Erwartungen der Investoren belie-big modelliert werden k�onnen. Dabei gestattet es die explizite Formulierung des�okonomis
hen Preisbildungsgesetzes und der Prognoseregeln der Investoren, dieAuswirkungen alternativer (und insbesondere ni
ht-rationaler und heterogener)Erwartungen auf die Dynamik von Preisen und Portefeuilles zu untersu
hen.In allen genannten Arbeiten wird bei der Betra
htung des individuellen Portefeuil-leents
heidungsproblems eine einperiodige Si
htweise unterstellt. Dies impliziert,dass si
h das Ents
heidungsproblem eines Investors auf die Wahl einer optimalenPortefeuilleents
heidung reduziert, ohne dass zuk�unftige Anlageents
heidungenbei der Ents
heidungs�ndung ber�u
ksi
htigt werden. Eine unmittelbare Erweite-rung der obigen Modelle, die in der vorliegenden Diplomarbeit betra
htet werdensoll, besteht somit darin, das individuelle Ents
heidungsproblem auf einen mehr-



1 Einleitung 4periodigen Planungszeitraum zu erweitern, bei dem au
h zuk�unftige Anlageent-s
heidungen mit einbezogen werden.Die allgemeine Form mehrperiodiger Ents
heidungsprobleme unter Unsi
herheitwird beispielsweise in Grandmont (1982) und Grandmont & Hildenbrandt (1974)betra
htet. Dabei bes
hr�ankt si
h die Betra
htung jedo
h auf einen dreiperiodigenPlanungszeitraum. In Pliska (1996) wird speziell das Portefeuilleents
heidungs-problem f�ur einen beliebigen endli
hen Planungszeitraum betra
htet, dies jedo
hunter der Eins
hr�ankung eines diskreten Zustandsraumes.In der vorliegenden Arbeit werden die Ans�atze von Grandmont (1982) und Plis-ka (1996) aufgegri�en und das Portefeuilleents
heidungsproblem f�ur einen be-liebigen endli
hen Planungszeitraum untersu
ht. Die Annahme eines diskretenWahrs
heinli
hkeitsraumes wird dabei fallengelassen. Die Betra
htung erfolgt so-wohl unter allgemeinen als au
h den speziellen Annahmen des mehrperiodigenCAPM (Stapleton & Subrahmanyam (1978)). F�ur beide F�alle werden Bedingun-gen formuliert, unter denen das Ents
heidungsproblem zu einer wohlde�niertenNa
hfrage na
h Wertpapieren f�uhrt.Aufbauend auf den individuellen Na
hfragen wird mit dem oben bes
hriebenendreistu�gen Vorgehen die Preisbildung und -dynamik im Rahmen eines sequenti-ellen Modells untersu
ht. Aufgrund der bes
hriebenen Zusammenh�ange ist dazuinsbesondere eine Erweiterung der Prognoseregeln auf einen mehrperiodigen Pla-nungszeitraum erforderli
h, deren allgemeine Form in Wenzelburger (2001b) undB�ohm & Wenzelburger (2000) betra
htet wird. Diese werden wieder sowohl all-gemein als au
h f�ur den speziellen Fall des mehrperiodigen CAPM untersu
ht.Speziell wird f�ur das dreiperiodige CAPM die Existenz einer Prognoseregel, dieunverzerrte Erwartungen generiert, betra
htet. Die Dynamik von Preisen undPortefeuilles bei homogenen unverzerrten Erwartungen wird sowohl theoretis
hals au
h mit Hilfe numeris
her Simulationen untersu
ht.



1 Einleitung 5An dieser Stelle m�o
hte i
h Herrn PD Dr. Wenzelburger und Herrn Prof. B�ohm,Ph.D. f�ur ihre intensive Betreuung herzli
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2 Das Allgemeine Mehrperiodi-ge Modell
2.1 OLG-StrukturDas folgende Kapitel stellt zun�a
hst den allgemeinen Rahmen des Finanzmarkt-modells vor, das der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt. Ans
hlie�end wird dasPortefeuilleents
heidungsproblem eines einzelnen Investors bei mehrperiodigemPlanungszeitraum betra
htet. Darauf aufbauend werden die individuellen Na
h-fragen na
h Wertpapieren sowie die allgemeine Form der Preis- und Erwartungs-bildung und -dynamik in dem Modell hergeleitet.Betra
htet wird ein Finanzmarktmodell mit diskreter Zeit und �uberlappendenGenerationen (engl.: overlapping generations, OLG) von Investoren, die auf demMarkt agieren. Zu Beginn jeder Periode t 2 N tritt eine neue, junge Generation inden Markt ein, die ihn am Ende der Periode t+J wieder verl�asst und somit J+1aufeinander folgende Perioden auf dem Markt handelt. In jeder Periode t bestehtdie Menge der Investoren somit aus J + 1 Generationen. Jede Generation wirddabei mit dem Index j 2 f0; 1; � � � ; Jg identi�ziert, der ihre Lebenserwartung, d.h.die Anzahl der verbleibenden (zuk�unftigen) Perioden bis zu ihrem Marktaustritt,bes
hreibt. Speziell 
harakterisiert j = J die in t junge Generation, die in der be-tra
hteten Periode neu auf dem Markt ers
heint, und j = 0 die alte Generation,die am Ende der aktuellen Periode den Markt verl�asst.



2.1 OLG-Struktur 7Alle Generationen bestehen strukturell identis
h aus I � 1 Typen von Investoren,die si
h bez�ugli
h ihres Investitionsverhalten und ihrer individuellen Charakteri-stika beliebig unters
heiden k�onnen. Ein Investor in einer beliebigen Periode t 2 Nwird somit eindeutig dur
h den Doppelindex (i; j) bes
hrieben, der� seinen Typ i 2 f1; : : : ; Ig innerhalb seiner Generation und� seine Generation j 2 f0; 1; : : : ; Jg und damit seine Lebenserwartungidenti�ziert. Mit dieser Indizierung de�niert I := f1; : : : ; Ig�f1; : : : ; Jg die Men-ge der handelnden Investoren in jeder Periode (ohne die alte Generation j = 0).Die Struktur der Marktteilnehmer ist in der folgenden Abbildung dargestellt.
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j0Abbildung 1: Die Investoren einer beliebigen Handelsperiode t.



2.1 OLG-Struktur 8In der betra
hteten �Okonomie existiere ein Konsumgut, das als Numeraire f�uralle Preise und Zahlungsstr�ome dient. Zu Beginn jeder Periode erh�alt jeder jungeInvestor (i; J) 2 I eine exogen gegebene Anfangsausstattung e(i) > 0 dieses Gu-tes.1 Es wird angenommen, dass die Investoren in den folgenden Perioden ihresLebens kein weiteres exogenes Einkommen erhalten und dass zwis
hen den Pe-rioden kein Konsum statt�ndet. Weiter wird unterstellt, dass die Konsumenten�uber keine Te
hnologie verf�ugen, die es ihnen erlaubt, das Konsumgut selbst zulagern.Das Problem eines beliebigen Investors vom Typ i besteht somit darin, sein An-fangsverm�ogen e(i), das er zu Beginn seines Markteintrittes in Periode t 2 N alsjunger Investor erh�alt, in die Periode t+J zu transferieren, an deren Ende er denMarkt verl�asst. Zu diesem Zwe
k existieren K + 1 Anlagem�ogli
hkeiten in Formvon Wertpapieren, die einen intertemporalen Werttransfer erm�ogli
hen und diein jeder Periode gehandelt werden. Somit haben die Investoren die M�ogli
hkeit,in jeder Periode ihr Wertpapier-Portefeuille umzus
hi
hten. Dies f�uhrt f�ur jedenMarktteilnehmer auf ein mehrperiodiges Portefeuilleents
heidungsproblem, dasin den folgenden Abs
hnitten betra
htet wird.

1 Es wird also zugelassen, dass die Anfangsausstattung eines jungen Investors von seinem Typi abh�angig ist, jedo
h ni
ht, dass diese �uber die Zeit variiert, d.h. jeder junge Investor vomTyp i erh�alt die glei
he Anfangsausstattung.



2.2 Selbst�nanzierende Handelsstrategien 92.2 Selbst�nanzierende HandelsstrategienIm Folgenden wird das Ents
heidungsproblem eines einzelnen Investors (i; j) 2 Iin einer beliebigen Handelsperiode t = 0 betra
htet. Alle Ents
heidungsvariablender folgenden Abs
hnitte beziehen si
h dabei auf den betra
hteten Investor, sodass der �Ubersi
htli
hkeit halber auf eine Indizierung verzi
htet wird.Gem�a� der oben gew�ahlten Notation bezei
hnet j > 0 den Planungshorizont desInvestors, d.h. die Periode, an deren Ende er den Markt verl�asst, so dass die Men-ge T = f0; 1; : : : ; jg seinen Planungszeitraum de�niert. Die heutige Periode t = 0wird im Weiteren als Ents
heidungsperiode, die zuk�unftigen Perioden t = 1; : : : ; jdes Planungszeitraumes als Planungsperioden bezei
hnet. Alle Zeitindizierungender folgenden Abs
hnitte beziehen si
h auf diesen �xierten Zeitrahmen.In jeder Periode t 2 T des Planungszeitraumes stehen dem Investor identis
heInvestitionsm�ogli
hkeiten zur Verf�ugung. Diese bestehen aus den Aktienanteilenvon K+1 Firmen mit Indexmenge K = f0; 1; : : : ; Kg. Die Aktien werden in jederPeriode t zu Preisen pt = (p(0)t ; : : : ; p(K)t )> 2 P � RK+1 gehandelt und liefern jeAktie (vor dem Handel in t) eine Dividendenzahlung dt = (d(0)t ; : : : ; d(K)t )> 2 D �RK+1. Dabei soll im Rahmen der folgenden Betra
htung zun�a
hst unterstellt wer-den, dass die Aktienpreise s�amtli
h strikt positiv und die Dividendenzahlungenni
ht-negativ sind, so dass f�ur den Preisraum P = RK+1++ und den DividendenraumD = RK+1+ gilt. Dividendenertrag und Wiederverkaufserl�os der Aktien werden f�urjedes t in dem 
um-dividend Preis qt := pt + dt zusammengefasst.Im Rahmen einer kompakten Notation werden Preise und Dividendenzahlungenf�ur jede Periode t als Preis-Dividenden-Signal st = (p>t ; d>t )> aus dem SignalraumS = P �D ges
hrieben. Mit dem Signal st sind damit insbesondere die ex- bzw.
um-dividend Preise pt bzw. qt der Periode t gegeben.



2.2 Selbst�nanzierende Handelsstrategien 10In der Ents
heidungsperiode t = 0 besteht Unsi
herheit bez�ugli
h zuk�unftigerSignale s1; s2; : : :, die als Zufallsvariablen betra
htet werden.2 Es wird unterstellt,dass der Investor den Signalprozess fstgt2N als einen S-wertigen sto
hastis
henProzess auf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ;P) betra
htet, der an eine Fil-tration fFtgt2N adaptiert ist. Insbesondere bildet er zu Beginn der Ents
heidungs-periode Erwartungen bez�ugli
h der ents
heidungsrelevanten Signale s1; : : : ; sj.Weiter wird angenommen, dass der Investor seine Anlageents
heidung in t = 0vor der Beoba
htung des Signals s0 2 S tri�t. Die heutigen Preise und Dividen-denzahlungen werden daher als Parameter p 2 P und d 2 D im Rahmen derEnts
heidungs�ndung behandelt.F�ur jedes t 2 T bezei
hne der Vektor zt = (z(0)t ; : : : ; z(K)t )> 2 Z � RK+1 dasAktienportefeuille, das der Investor in Periode t erwirbt und zu Beginn der Fol-geperiode t+1 h�alt, wobei z(k)t die St�u
kzahl der Aktie k 2 K in dem Portefeuillebes
hreibt. Die Menge Z de�niert dabei den Raum der zul�assigen, d.h. theore-tis
h realisierbaren, Portefeuilles. Im Rahmen der folgenden Betra
htung sollennegative Best�ande in Form von Leerverk�aufen zun�a
hst ausges
hlossen werden,so dass Z = RK+1+ gesetzt wird. Mit Z+ := Z nf0g wird die Menge der zul�assigenPortefeuilles, die einen e
ht positiven Bestand von mindestens einer Aktie ent-halten, bezei
hnet.Zu Beginn der betra
hteten Periode t = 0 besitze der Investor ein Portefeuille�z�1 2 Z+ aus der Vorperiode. Der Ertrag dieses Portefeuilles, bestehend aus Divi-dendenzahlungen und Wiederverkaufserl�os, ist aufgrund der Annahmen an Preiseund Dividenden strikt positiv und parametris
h gegeben dur
hw := �z>�1(p+ d) = �z>�1q > 0: (2.1)2 Zur notationellen Vereinfa
hung wird im Folgenden der Konvention gefolgt, f�ur Zufallsva-riable und ihre Realisation die glei
he Notation zu verwenden.



2.2 Selbst�nanzierende Handelsstrategien 11Der Wert w kann als Verm�ogen des Investors interpretiert werden, das in t = 0zur Reinvestition zur Verf�ugung steht. Dies f�uhrt auf die folgende De�nition:De�nition 1 (Errei
hbare Portefeuilleents
heidung)F�ur ein gegebenes Portefeuille �z�1 2 Z+ aus der Vorperiode und parametris
hgegebene Preise p 2 P und Dividenden d 2 D hei�t eine Portefeuilleents
heidungz0 2 Z in Periode t = 0 errei
hbar oder �nanzierbar, falls gilt�z>�1(p+ d)� z>0 p � 0; (2.2)d.h. falls der Ertrag des Portefeuilles aus der Vorperiode mindestens so gro� istwie der in t = 0 reinvestierte Betrag.Neben einer Portefeuilleents
heidung f�ur die Ents
heidungsperiode muss der In-vestor bei seiner Ents
heidungs�ndung in t = 0 au
h die zuk�unftigen Anlageent-s
heidungen des Planungszeitraumes ber�u
ksi
htigen. Dabei wird unterstellt, dassdie geplante Portefeuilleents
heidung f�ur eine zuk�unftige Periode bedingt wird aufdie bis dahin beoba
htete Realisation von Preisen und Dividenden, �uber die inder Ents
heidungsperiode Unsi
herheit besteht. Dies f�uhrt auf den folgenden Be-gri� eines Portefeuilleplans.3 In der folgenden De�nition bezei
hnet St :=Qtn=1 Sdas t-fa
he kartesis
he Produkt des Signalraumes S, dessen Elemente im Rahmeneiner kompakten Notation als st1 � (s>1 ; : : : ; s>t )> ges
hrieben werden.De�nition 2 (Portefeuilleplan) Ein Portefeuilleplan f�ur eine zuk�unftige Perio-de t 2 f1; : : : ; j � 1g ist eine messbare4 Funktion zt : St �! Z, die die geplantePortefeuilleents
heidung zt(st1) der Periode t in Abh�angigkeit von den Signalens1; : : : ; st festlegt.3 Vgl. Grandmont(1982) zur De�nition eines Plans.4 Die Eigens
haft der Messbarkeit von Abbildungen zwis
hen messbaren R�aumen bezieht si
him Weiteren stets auf die zugeh�origen Borel's
hen �-Algebren.



2.2 Selbst�nanzierende Handelsstrategien 12Es wird unterstellt, dass der Investor in t = 0 eine Portefeuilleents
heidung tri�tund je einen Portefeuilleplan f�ur die zuk�unftigen Perioden t = 1; : : : ; j � 1 desPlanungszeitraumes festlegt. Dies f�uhrt auf den folgenden Begri� einer Handels-strategie:De�nition 3 (Handelsstrategie)Eine Handelsstrategie f�ur t = 0 ist eine Liste H = (z0; z1(�); : : : ; zj�1(�)), die auseiner Portefeuilleents
heidung z0 f�ur t = 0 und je einem Portefeuilleplan zt(�) f�urdie zuk�unftigen Perioden t = 1; : : : ; j � 1 des Planungszeitraumes besteht.5 DieMenge der Handelsstrategien in t = 0 wird mit B0 bezei
hnet.Da der Investor am Ende des Planungshorizontes den Markt verl�asst, verkauft erin t = j sein gesamtes Portefeuille, daher umfasst eine Handelsstrategie keinenPortefeuilleplan f�ur die letzte Periode des Planungszeitraumes.Die Errei
hbarkeit einer Handelsstrategie erfordert, dass die geplanten Portefeuil-leents
heidungen f�ur jede m�ogli
he Realisation von Preisen und Dividenden �-nanzierbar sind. Da der Investor kein zus�atzli
hes exogenes Einkommen erh�alt,muss in jedem Zeitpunkt der Ertrag des alten Portefeuilles aus der Vorperiodeausrei
hen, um das neue Portefeuille zu �nanzieren. Dies f�uhrt auf die folgendeDe�nition einer errei
hbaren Handelsstrategie:De�nition 4 (Errei
hbare/Selbst�nanzierende Handelsstrategie)F�ur ein gegebenes Portefeuille �z�1 2 Z+ und parametris
he Preise p 2 P undDividenden d 2 D hei�t eine Handelsstrategie H = (z0; z1(�); : : : ; zj�1(�)) 2 B0errei
hbar oder �nanzierbar, falls gilt:5 Pliska(1997) de�niert eine Handelsstrategie als einen an eine Filtration fFtgt2N adaptiertensto
hastis
hen Prozess. Da ein Portefeuilleplan zt(�) f�ur Periode t gem�a� der obigen De�ni-tion als messbare Funktion von h�o
hstens Ft-messbaren Zufallsvariablen selbst Ft-messbarist, ist diese De�nition konsistent mit der obigen.



2.2 Selbst�nanzierende Handelsstrategien 13(1) z0 ist eine errei
hbare Portefeuilleents
heidung, d.h. �z>�1(p + d)� z>0 p � 0.(2) In jedem Zeitpunkt t = 1; : : : ; j � 1 gilt f�ur jede Realisation st1 2 St mitsn = (p>n ; d>n )>, n = 1; : : : ; t:6zt�1(st�11 )>(pt + dt)� zt(st1)>pt � 0:Eine Handelsstrategie hei�t selbst�nanzierend, falls in (1) und (2) f�ur jeden Zeit-punkt t = 1; : : : ; j � 1 und jede Realisation st1 2 St die Glei
hheit gilt.In dieser Arbeit sollen auss
hlie�li
h selbst�nanzierende Handelsstrategien be-tra
htet werden, daher wird der Begri� Handelsstrategie im Weiteren synonymf�ur selbst�nanzierende Handelsstrategie verwendet. Die Menge der selbst�nanzie-renden Handelsstrategien, die dem Investor in t = 0 in Abh�angigkeit von demPortefeuille �z�1 2 Z+ der Vorperiode und den parametris
h gegebenen Preisenp 2 P und Dividenden d 2 D zur Verf�ugung stehen, wird mitH (�z�1; p; d) := �H = (z0; z1(�); : : : ; zj�1(�)) 2 B0 j �z>�1(p+ d) = z>0 p;zt�1(st�11 )>(pt + dt) = zt(st1)>pt 8st1 2 St; t = 1; : : : ; j � 1�bezei
hnet. Dur
h die Wahl einer selbst�nanzierenden Handelsstrategie plant derInvestor, in jeder Periode des Planungszeitraumes den gesamten Ertrag des Por-tefeuilles aus der Vorperiode zu reinvestieren. Dies impliziert, dass kein Einkom-mensverbrau
h in Form von Konsum vor der letzten Periode t = j statt�ndet.Weiter sind die Ertr�age der im Rahmen der Strategie geplanten Portefeuilles auf-grund der Annahmen an Preise und Dividenden und dem Auss
hluss von Leer-verk�aufen f�ur jede m�ogli
he Realisation der unsi
heren Signale strikt positiv. EinBankrottgehen des Investors im Rahmen einer gew�ahlten selbst�nanzierendenHandelsstrategie ist somit ausges
hlossen.6 Im Rahmen eines kleinen Notationsmissbrau
hs wird dabei zt(st1) � z0 f�ur t = 0 gesetzt.
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heidungsproblem 142.3 Das mehrperiodige Portefeuilleents
heidungsproblemWie oben bereits erw�ahnt, bildet der Investor zu Beginn der Periode t = 0 Er-wartungen bez�ugli
h der ents
heidungsrelevanten Signale s1; : : : ; sj. Diese Erwar-tungen werden in der folgenden Annahme n�aher 
harakterisiert. In diesem Zu-sammenhang wird f�ur einen beliebigen topologis
hen Raum E mit B(E) die vonden o�enen Mengen erzeugte Borel's
he-�-Algebra auf E bezei
hnet.Annahme 2.1 Die Erwartungen des Investors in der Ents
heidungsperiode t =0 werden bes
hrieben dur
h ein subjektives Wahrs
heinli
hkeitsma� � auf demProduktraum �Qjt=1 S;Njt=1 B(S)�, das eine subjektive gemeinsame Verteilungder Zufallsvariablen s1; : : : ; sj de�niert.Setzt man wieder Sj =Qjt=1 S, so gilt aufgrund der Eigens
haften der Borel's
hen�-Algebra (vgl. Bauer (1991), S. 151) Njt=1 B(S) = B(Sj), daher wird der Pro-duktraum im Folgenden k�urzer als (Sj ;B(Sj)) ges
hrieben.Gegeben die Portefeuilleents
heidung �z�1 2 Z+ aus der Vorperiode und parame-tris
he Preise p 2 P und Dividenden d 2 D de�niert H (�z�1; p; d) die Menge derselbst�nanzierenden Handelsstrategien, die dem Investor in t = 0 zur Verf�ugungstehen. Jede Wahl einer Strategie H = (z0; z1(�); : : : ; zj�1(�)) 2 H (�z�1; p; d) in-duziert einen R++-wertigen sto
hastis
hen Prozess �Wt(H; st1)	jt=1 mitWt(H; st1) := zt�1(st�11 )>(pt + dt); (2.3)der die Entwi
klung des Verm�ogens des Investors bes
hreibt. Das Verm�ogen zumZeitpunkt t entspri
ht dabei dem Wert des im Rahmen der Strategie gehaltenenPortefeuilles.Insbesondere de�niert jede Handelsstrategie H eine ZufallsvariableWj(H; sj1) mitWerten in dem Messraum (R++;B(R++)), die das im Rahmen der gew�ahlten



2.3 Das mehrperiodige Portefeuilleents
heidungsproblem 15Strategie induzierte Endverm�ogen des Investors am Ende des Planungshorizontesbes
hreibt. Die Verteilung dieser Zufallsvariablen wird dur
h die subjektive Ver-teilung � des Signalprozesses und die gew�ahlte StrategieH bestimmt. Die folgendeAnnahme bes
hreibt die Pr�aferenzen des Investors �uber alternative Endverm�ogen.Annahme 2.2 Die Pr�aferenzen des Investors bzgl. des Endverm�ogens werdenbes
hrieben dur
h eine von-Neumann-Morgenstern Nutzenfunktionu : R++ �! R; W 7�! u(W ); (2.4)die stetig und bes
hr�ankt, streng monoton wa
hsend und streng konkav ist.Im Folgenden wird unterstellt, dass der Investor in t = 0 gegeben seine Erwar-tungen � eine Handelsstrategie H 2 H (�z�1; p; d) w�ahlt, die seinen subjektivenErwartungsnutzen des Endverm�ogens maximiert. Das Ents
heidungsproblem desInvestors in t = 0 l�asst si
h somit formulieren als:maxH 8>>>><>>>>:
ZSj u �Wj(H; sj1)� �(dsj1)u:d:N:H = (z0; z1(�); : : : ; zj�1(�)) 2H (�z�1; p; d): (2.5)Das Ents
heidungsproblem (2.5) de�niert ein j-stu�ges Maximierungsproblem be-stehend aus der Wahl einer Portefeuilleents
heidung f�ur t = 0 und je eines Plansf�ur t = 1; � � � ; j � 1. Im Folgenden wird gezeigt, wie dieses Problem mit demAnsatz der sto
hastis
hen dynamis
hen Programmierung rekursiv gel�ost werdenkann. Dies ist im vorliegenden Fall aufgrund der zeitli
h-rekursiven Struktur desProblems m�ogli
h, bei der eine Portefeuilleents
heidung zu einem beliebigen Zeit-punkt nur na
hfolgende, ni
ht aber vorherige Ents
heidungen beein
usst.



2.4 Na
hfrage na
h Wertpapieren 162.4 Na
hfrage na
h WertpapierenDer folgende Abs
hnitt bes
hreibt die rekursive L�osung des Ents
heidungspro-blems (2.5). Um die �Ubersi
htli
hkeit der Ausf�uhrungen zu erh�ohen, wird diefolgende HilfsfunktionW : Z � S �! R+; W (z; (p; d)) := z>(p+ d) (2.6)de�niert. Gegeben ein beliebiges Portefeuille zt 2 Z, das in Periode t erwor-ben wird, liefert W (zt; st+1) den Wert dieses Portefeuilles in der Folgeperiode inAbh�angigkeit von den Preisen pt+1 und Dividendenzahlungen dt+1.F�ur das weitere Vorgehen ist es erforderli
h, aus der gemeinsamen Wahrs
hein-li
hkeitsverteilung � der Signale s1; : : : ; sj f�ur jedes t = 1; � � � ; j die Verteilungdes Signals st bedingt auf vorherige Signale s1; � � � ; st�1 zu ermitteln. Dazu wirddie gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitsverteilung � faktorisiert und als das Produktvon bedingten Verteilungen und Randverteilung ges
hrieben. Das folgende Fakto-risierungslemma si
hert die Existenz und Eindeutigkeit einer sol
hen Zerlegung.Lemma 2.1 Es sei S = P � D mit P = RK+1++ und D = RK+1+ . Dann existierteine Faktorisierung der Verteilung � der Form � = Q(1) � Q(2) � � � � � Q(j) mitQ(t) : �Qt�1n=1 S�� B(S) �! [0; 1℄, t = 2; : : : ; j, und Q(1) : B(S) �! [0; 1℄, die f�urjede messbare Menge E 2 B(Sj) de�niert ist als�(E) = (Q(1) �Q(2) � � � � �Q(j))(E) (2.7):= ZS � � �ZS 1E(s1; : : : ; sj)Q(j)(sj�11 ; dsj) � � �Q(2)(s1; ds2)Q(1)(ds1):Die Zerlegung ist �-fast si
her eindeutig.Beweis: Siehe Anhang A:1.F�ur t = 2; � � � ; j de�niert Q(t)(st�11 ; B) die Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses



2.4 Na
hfrage na
h Wertpapieren 17st 2 B gegeben dass vorher Realisationen st�11 = s1; : : : ; st�1 beoba
htet wur-den. Bezei
hnet man den Raum aller geeigneten Wahrs
heinli
hkeitsma�e aufdem Signalraum (S;B(S)) mit Prob(S), so kann man Q(t) als eine AbbildungQ(t) : Qt�1n=1 S �! Prob(S) au�assen, die eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung derZufallsvariablen st parametrisiert in vorherigen Signalen s1; : : : ; st�1 de�niert.Die aus der Faktorisierung (2.7) gewonnene Abbildung Q(1) : B(S) �! [0; 1℄ de�-niert in diesem Zusammenhang die konstante Randverteilung des Signals s1, d.h.f�ur jedes B 2 B(S) liefert Q(1)(B) die Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses s1 2 B.F�ur die L�osbarkeit des Ents
heidungsproblems sind die folgenden Annahmen bzgl.der Verteilungen Q(t)(st�11 ; �), t = 1; : : : ; j erforderli
h.7 Dabei bezei
hnet f�ur jezwei Portefeuilles z; z0 2 Z Az;z0 := fs 2 S :W (z; s) 6=W (z0; s)g die messbare8Menge der Preise und Dividenden, f�ur die die Portefeuilles unters
hiedli
he Er-tr�age liefern.Annahme 2.3 Die aus der Faktorisierung (2.7) erhaltenen �Ubergangskerne Q(t),t = 1; : : : ; j, erf�ullen die folgenden Bedingungen:(1) F�ur alle z; z0 2 Z gilt: z 6= z0 ) Q(t)(st�11 ; Az;z0) > 0 f�ur alle st�11 2 St�1.(2) Q(t) hat die sog. Feller-Eigens
haft (zur De�nition dieser Eigens
haft s.Stokey & Lu
as (1994), S. 220 ).9W�ahrend die zweite Annahme rein te
hnis
her Natur ist, stellt die erste Annahmeeine Erweiterung der Ni
ht-Redundanz-Bedingung aus Ingersoll (1987) auf einen7 Um die folgende Notation zu erlei
htern, wird Q(t)(st�11 ; �) � Q(1)(�) f�ur t = 1 gesetzt.8 Die Messbarkeit folgt dabei aus der Stetigkeit der Funktion W (�).9 Na
h Stokey & Lu
as (1994), S.386, Lemma 12.14 si
hert die Feller Eigens
haft insbeson-dere, dass Stetigkeit und Bes
hr�anktheit von Funktionen bei Integration bzgl. Q(t) erhaltenbleiben, d.h. f�ur jede stetige und bes
hr�ankte Funktion F : St �Rm �! R ist die Integral-funktion G(st�11 ; y) := RS F (st1; y)Q(t)(st�11 ; dst) ebenfalls stetig und bes
hr�ankt. Insbeson-dere impliziert diese Eigens
haft die von Grandmont (1982), S. 885 geforderte Stetigkeit desMa�es Q(t) bzgl. der Topologie der s
hwa
hen Konvergenz (Stokey & Lu
as(1994), S. 376).
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h Wertpapieren 18mehrperiodigen Planungszeitraum dar. Sie besagt, dass die Anlagem�ogli
hkeitenzu jedem Zeitpunkt ni
ht-redundant sein m�ussen, d.h. zwei vers
hiedene Porte-feuilles k�onnen ni
ht mit Wahrs
heinli
hkeit eins bzgl. der jeweiligen bedingtenVerteilung den glei
hen Ertrag liefern.Um das folgende rekursive L�osungsverfahren zu illustrieren, soll zun�a
hst der Fallj = 2 unterstellt werden, d.h. es liegt ein dreiperiodiger Planungszeitraum vor.In diesem Fall de�niert (2.5) ein zweistu�ges Ents
heidungsproblem bestehendaus der Wahl einer Portefeuilleents
heidung z0 f�ur t = 0 und eines Plans z1(�) f�urt = 1. Die L�osung dieses Problems erfolgt nun in zwei S
hritten:In einem ersten S
hritt wird das Ents
heidungsproblem f�ur t = 1, d.h. in dervorletzten Periode des Planungszeitraumes, betra
htet. Gegeben sei eine parame-tris
he Realisation des Signals s1 2 S und eine gegebene Portefeuilleents
heidungz0 2 Z+ aus der Vorperiode. Deren Ertrag w1 := W (z0; s1) > 0 ist damit ebenfallsparametris
h gegeben und de�niert das Verm�ogen des Investors in t = 1.F�ur festes (w1; s1) reduziert si
h das Ents
heidungsproblem in t = 1 auf dieWahl einer errei
hbaren Portefeuilleents
heidung z1 2 G(p1; w1), wobei die Men-ge G(p1; w1) := fz 2 Z : z>p1 = w1g � Z die errei
hbaren Portefeuilles inAbh�angigkeit von den Preisen p1 2 P und dem Verm�ogen w1 > 0 de�niert.10Mit der bedingten Verteilung Q(2)(s1; �) des Signals s2 erh�alt man das Ents
hei-dungsproblem in t = 1 bei Planungshorizont j = 2 als:maxz 8>>>><>>>>:
ZS u (W (z; s))Q(2)(s1; ds)u:d:N:z 2 G(p1; w1): (2.8)10 Mit dem Signal s1 = (p>1 ; d>1 )> sind insbesondere die ex-dividend Preise der Periode t = 1gegeben.
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hfrage na
h Wertpapieren 19Angenommen das Problem (2.8) habe f�ur jedes s1 2 S und jedes w1 > 0 eineL�osung. Dann ist die WertfunktionV1(w1; s1) := maxz2G(p1;w1)�ZS u (W (z; s))Q(2)(s1; ds)� (2.9)wohlde�niert und liefert den in (w1; s1) parametrisierten, maximalen Erwartungs-nutzen der Periode t = 1.In einem zweiten S
hritt wird nun das Ents
heidungsproblem in t = 0 betra
htet.Gegeben seien parametris
he Preise p 2 P und ein Verm�ogen w > 0, das si
hmit (2.1) aus dem Portefeuille �z�1 der Vorperiode ergibt. F�ur die Bestimmungdes optimalen Portefeuilles in t = 0 wird nun das folgende Optimalit�atsprinzipausgenutzt, das in fast allen mehrstu�gen Ents
heidungsproblemen Verwendung�ndet (vgl. z.B. Grandmont & Hildenbrandt (1974), Grandmont (1982)):maxz2G(p;w)�ZSV1 (W (z; s); s)Q(1)(ds)� = maxH2H (�z�1;p;d)�ZS2u �W2(H; s21)� �(ds21)�(2.10)Dabei de�niert G(p; w) := fz 2 Z : z>p = wg � Z wieder die Menge der errei
h-baren Portefeuilles in t = 0 und Q(1) die Randverteilung des Signals s1.Die Anwendung des Optimalit�atsprinzips (2.10) erlaubt es, in t = 0 statt deszweistu�gen Ents
heidungsproblems (2.5) das folgende, wiederum einstu�ge Ma-ximierungsproblem bzgl. der Wertfunktion zu betra
hten:maxz 8>>>><>>>>:
ZS V1 (W (z; s); s)Q(1)(ds)u:d:N:z 2 G(p; w): (2.11)Mit dem obigen Vorgehen kann somit das zweistu�ge Ents
heidungsproblem (2.5)in zwei einstu�ge Problem transformiert werden: In einem ersten S
hritt ermitteltman aus dem einstu�gen Problem (2.8) die mit (2.9) de�nierte Wertfunktion undl�ost in einem zweiten S
hritt das Maximierungsproblem (2.11).
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hst f�ur den Fall j = 2 bes
hriebene Vorgehen l�asst si
h problemlosauf einen beliebigen endli
hen Planungshorizont j > 0 erweitern. Dabei wird dasEnts
heidungsproblem (2.5) mit dem bes
hriebenen rekursiven Verfahren in jeinstu�ge Probleme zerlegt.Beginnend mit der vorletzten Periode t = j � 1 und Vj(wj; sj1) � u(wj) wird f�urjedes t = 1; � � � ; j � 1 das folgende einstu�ge Ents
heidungsproblem betra
htet:maxz 8>>>><>>>>:
ZS Vt+1 �W (z; s); st1; s�Q(t+1)(st1; ds)u:d:N:z 2 G(pt; wt): (2.12)Die Signale st1 2 St werden dabei ebenso wie das Verm�ogen wt := W (zt�1; st) > 0,das si
h aus einem gegebenen Portefeuille zt�1 2 Z+ der Vorperiode ergibt, alsparametris
h gegeben unterstellt. Der �Ubergangskern Q(t+1)(st1; �) in (2.12) ergibtsi
h dabei aus der Faktorisierung (2.7) und liefert f�ur parametris
h gegebeneSignale s1 : : : ; st die bedingte Verteilung des Signals st+1.Unter der Annahme, dass (2.12) f�ur jedes t = 1; : : : ; j � 1 eine L�osung besitzt,erh�alt man eine Folge von Wertfunktionen Vt(wt; st1), t = 1; � � � ; j � 1, die si
hrekursiv aus der folgenden Beziehung, die in der Literatur au
h als Bellmann-Glei
hung bezei
hnet wird (vgl. Pliska (1999)), ergeben:Vt(wt; st1) = maxz2G(pt;wt)�ZS Vt+1 �W (z; s); st1; s�Q(t+1)(st1; ds)�: (2.13)Unter Verwendung der Wertfunktion V1(w1; s1), die si
h im letzten Rekursions-s
hritt ergibt, kann die optimale Portefeuilleents
heidung der Periode t = 0 analogzum Fall j = 2 und (2.11) als L�osung eines einstu�gen Problems ermittelt werden.Dabei gilt wieder das Optimalit�atsprinzipmaxz2G(p;w)�ZSV1 (W (z; s); s)Q(1)(ds)� = maxH2H (�z�1;p;d)�ZSju �Wj(H; sj1)� �(dsj1)�:(2.14)
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heidung der Periode t = 0 unter Ausnutzungdes Optimalit�atsprinzips (2.14) als L�osung eines einstu�gen Ents
heidungspro-blems zu erhalten, muss aus (2.13) die Wertfunktion V1(w1; s1) rekursiv ermitteltwerden. Im Rahmen dieses Vorgehens si
hert der folgende Satz, dass die Wert-funktionen auf jeder Stufe wohlde�nierte Objekte sind, d.h., dass das Ents
hei-dungsproblem (2.12) f�ur jedes t = 0; � � � ; j � 1 eine L�osung besitzt.Satz 2.1 Sei t 2 f1; � � � ; j � 1g beliebig und die Annahmen 2.2 und 2.3 bzgl.Pr�aferenzen und Erwartungen des Investors seien erf�ullt. Weiter sei die Wert-funktion Vt+1(wt+1; st+11 ) bes
hr�ankt und stetig in allen Argumenten und strengmonoton und streng konkav in wt+1 > 0. Dann gilt:(1) Das mit (2.12) de�nierte Ents
heidungsproblem besitzt f�ur jedes parametri-s
he (wt; st1) 2 R++ � St eine L�osung, die eindeutig bestimmt ist.(2) Die L�osungsfunktion z?t (wt; st1) ist stetig in beiden Argumenten.(3) Die mittels Glei
hung (2.13) de�nierte Wertfunktion Vt(wt; st1) ist wiederbes
hr�ankt und stetig in allen Argumenten und streng konkav und strengmonoton in wt > 0.Beweis:(1) F�ur parametris
h gegebenes wt > 0 und st = (p>t ; d>t )> 2 S de�niert dieBudgetmenge G(pt; wt) = fz 2 Z : z>pt = wtg � Z eine kompakte, ni
htleereMenge11 im Portefeuilleraum Z. Aus der Stetigkeit und Bes
hr�anktheit der Wert-funktion Vt+1(�), der Stetigkeit der Funktion W (�) und der Feller-Eigens
haft des�Ubergangskerns Qt+1(�) aus Annahme 2.3(2) folgt, dass die ZielfunktionUt(z; st1) := ZS Vt+1 �W (z; s); st1; s�Q(t+1)(st1; ds) (2.15)11 Geometris
h entspri
ht diese Menge einer Hyperebene in Z mit Normalenvektor pt. Manbea
hte, dass die Kompaktheit die Annahme strikt positiver Preise aller Wertpapiere erfor-dert.
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hr�ankt und stetig in allen Argumenten ist. Dies liefert die Existenz einer op-timalen L�osung.Zur Eindeutigkeit gen�ugt es aufgrund der Konvexit�at der Budgetmenge die strik-te Konkavit�at der Zielfunktion in z zu zeigen. Seien dazu z 6= z0 2 Z vers
hiedenePortefeuilles und sei Az;z0 wieder die messbare Menge, auf der si
h die Ertr�ageunters
heiden, d.h. auf der W (z; s) 6=W (z0; s). Aufgrund der Ni
htredundanzbe-dingung muss gelten: Q(t+1)(st1; Az;z0) > 0, d.h. diese Menge muss positives Ma�haben. F�ur festes � 2℄0; 1[ bezei
hne z(�) := �z+(1��)z0 die Konvexkombinationder Portefeuilles. Mit der Linearit�at der Funktion W (�) folgtW (z(�); s) = �W (z; s) + (1� �)W (z0; s) 8s 2 S:Aus der strikten Konkavit�at der Wertfunktion Vt+1(wt+1; st+11 ) in wt+1 erh�alt manf�ur festes st1 2 St:Vt+1(W (z(�); s); st1; s) � �Vt+1(W (z; s); st1; s) + (1� �)Vt+1(W (z0; s); st1; s)f�ur alle s 2 S sowieVt+1(W (z(�); s); st1; s) > �Vt+1(W (z; s); st1; s) + (1� �)Vt+1(W (z0; s); st1; s)f�ur s 2 Az;z0. F�ur die weitere Beweisf�uhrung wird das folgende Lemma ben�otigt:Lemma 2.2 Sei (X;A; �) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und seien f; g : X �!R messbare, �-integrierbare Funktionen f�ur die gilt f � g f�ur alle x 2 X und�(ff > gg) > 0. Dann giltZX fd� > ZX gd�:
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h Wertpapieren 23Beweis: Siehe Anhang A.2.Im vorliegenden Fall impliziert Lemma 2.2 und die Linearit�at des Integrals:Ut(z(�); st1) = ZS Vt+1(W (z(�); s); st1; s) Q(t+1)(st1; ds)> � ZS Vt+1(W (z; s); st1; s) Q(t+1)(st1; ds)+(1� �) ZS Vt+1(W (z0; s); st1; s) Q(t+1)(st1; ds)= �Ut(z; st1) + (1� �)Ut(z0; st1):Dies liefert die strikte Konkavit�at der Zielfunktion in z f�ur jedes st1 2 St unddamit die Eindeutigkeit der L�osung.(2) Aufgrund der gezeigten Eigens
haften besitzt das Optimierungsproblem (2.12)f�ur jedes (wt; st1) 2 R++ � St eine eindeutige L�osung, die als Funktionz?t (wt; st1) := arg maxz2G(pt;wt) nUt(z; st1)o (2.16)ges
hrieben werden kann. Um die Stetigkeit dieser Funktion zu zeigen, wird inzwei S
hritten vorgegangen.In einem ersten S
hritt zeigt man, dass die Zielfunktion Ut(z; st1) streng monotonin z ist, d.h.12 z > z0 impliziert Ut(z; st1) > Ut(z0; st1). Diese Eigens
haft folgt mitLemma 2.2 aus der strikten Monotonie der Funktion Vt+1(wt+1; st+11 ) in wt+1 undder Linearit�at der Funktion W (z; s), die impliziert: z > z0 ) W (z; s) > W (z0; s)8s 2 S.13 Aus der strikten Monotonie der Zielfunktion folgt somit, dass dieL�osungsfunktion z?t (wt; st1) unver�andert bleibt, wenn die Nebenbedingung desEnts
heidungsproblems als Unglei
hung z>pt � wt formuliert wird.1412 Die Notation z > z0 meint dass z(k) � z0(k) 8k 2 K und z 6= z0.13 Dies gilt im vorliegenden Fall, da die 
um-dividend Preise strikt positiv sind.14 Die �-Bedingung wird in diesem Fall immer bindend sein.
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h Wertpapieren 24In einem zweiten S
hritt betra
htet man die Korrespondenz B : P �R++ �! Z,B(pt; wt) := fz 2 Z : z>pt � wtg, die die Nebenbedingung in Unglei
hungsformf�ur alternative Preise und Verm�ogen de�niert. Na
h Dr�eze (1975), S.304, ist Bunter den gema
hten Annahmen an Preise und Verm�ogen sowie der De�nitiondes Portefeuilleraumes15 Z kompaktwertig und stetig (zur De�nition der Stetig-keit von kompaktwertigen Korrespondenzen s. Sto
key & Lu
as (1994), S. 56.).Zusammen mit der oben gezeigten Stetigkeit der Zielfunktion U(z; st1) in allenArgumenten impliziert dies mit dem Theorem of the Maximum (Sto
key & Lu
as(1994), S. 62) und der Eindeutigkeit der L�osung (Sto
key & Lu
as (1994), S. 57)die Stetigkeit der Funktion z?t (wt; st1).(3) Dur
h Einsetzen der L�osungsfunktion (2.16) in die Zielfunktion (2.15) erh�altman die Wertfunktion der Periode t alsVt(wt; st1) = Ut(z?t (wt; st1); st1) (2.17)deren Stetigkeit und Bes
hr�anktheit unmittelbar aus den Eigens
haften der Ziel-funktion und der Stetigkeit der L�osungsfunktion folgt.F�ur die strikte Konkavit�at der Wertfunktion Vt(wt; st1) in wt ist zu zeigen, dassf�ur st1 2 St fest, w;w0 > 0, w 6= w0, � 2℄0; 1[ und w(�) := �w + (1� �)w0 giltVt(w(�); st1) > �Vt(w; st1) + (1� �)Vt(w0; st1):Seien dazuz? := z?t (w; st1) 2 G(pt; w)z0? := z?t (w0; st1) 2 G(pt; w0)z(�) := �z? + (1� �)z0?15 Die Menge Z ist insbesondere ni
htleer, abges
hlossen und konvex und erf�ullt die Voraus-setzungen in Dr�eze (1975), Annahme 1.



2.4 Na
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h Wertpapieren 25die zu w und w0 geh�orenden optimalen L�osungen und z(�) deren Konvexkombina-tion. Bea
hte, dass z(�) 2 G(pt; w(�)), jedo
h m�ogli
herweise z(�) 6= z?t (w(�); st1),d.h. z(�) muss ni
ht optimal bzgl. w(�) sein. Weiter folgt aus w 6= w0 aufgrund derBudgetbes
hr�ankung dass z? 6= z0?. Unter Ausnutzung der oben gezeigten striktenKonkavit�at der Zielfunktion gilt somit:Vt(w(�); st1) � Ut(z(�); st1)= Ut(�z? + (1� �)z0?; st1)> �Ut(z?; st1) + (1� �)Ut(z0?; st1)= �Vt(w; st1) + (1� �)Vt(w0; st1):Es bleibt die strikte Monotonie der Funktion Vt(w; st1) in w > 0 na
hzuweisen,d.h. f�ur festes st1 gilt: w > w0 > 0 ) Vt(w; st1) > Vt(w0; st1). Seien dazu analog zuoben z?; z0? die zu w;w0 geh�orenden optimalen L�osungen. Setze �w := w�w0 > 0und �z := ��wp(0)t ; 0; � � � ; 0�> 2 Z+. Bea
hte, dass (z0? + �z) 2 G(pt; w), jedo
hm�ogli
herweise z? � z?t (w; st1) 6= (z0?+�z). Mit der in S
hritt (2) gezeigten striktenMonotonie der Funktion Ut(z; st1) in z folgt somitVt(w; st1) = Ut(z?; st1)� Ut(z0? +�z; st1)> Ut(z0?; st1)= Vt(w0; st1):und damit die Behauptung. �Man bea
hte, dass die Voraussetzungen von Satz 2.1 insbesondere f�ur t = j � 1und die Wertfunktion Vj(wj; sj1) = u(wj) erf�ullt sind. Induktiv folgt somit, dassdie �uber (2.13) rekursiv de�nierten Wertfunktionen Vt(wt; st1) auf jeder Stufe
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h Wertpapieren 26t = 1; � � � ; j � 1 wohlde�nierte Objekte sind und alle die Voraussetzungen vonSatz 2.1 erf�ullen. Die L�osung des Ents
heidungsproblems (2.12) ist somit f�urjedes t = 0; 1; : : : ; j eindeutig und kann als stetige Funktion der Form (2.16) ge-s
hrieben werden.Unter Ausnutzung des Optimalit�atsprinzips (2.14) kann das Portefeuilleents
hei-dungsproblem der Periode t = 0 mit Hilfe der Wertfunktion V1(w1; s1) und derRandverteilung Q(1) des Signals s1 wie folgt als einstu�ges Ents
heidungsproblemformuliert werden:maxz 8>>>><>>>>:
ZS V1 (W (z; s); s)Q(1)(ds)u:d:N:z 2 G(p; w): (2.18)Die Preise p 2 P werden dabei ebenso wie das Verm�ogen w > 0, das si
h mitGlei
hung (2.1) aus dem Portefeuille �z�1 der Vorperiode ergibt, als parametris
hgegeben unterstellt. Da die Wertfunktion V1(w1; s1) die Voraussetzungen von Satz2.1 erf�ullt, erh�alt man die optimale Portefeuilleents
heidung der Periode t = 0als stetige Funktionz?0(p; w) := arg maxz2G(p;w) �ZS V1 (W (z; s); s)Q(1)(ds)�: (2.19)Im Rahmen der bisherigen Betra
htungen wurden die Erwartungen des Investorsals gegeben unterstellt. Um si
herzustellen, dass die optimale Portefeuilleent-s
heidung (2.19) f�ur alternative Erwartungen wohlde�niert ist, muss die Klasseder zul�assigen Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen auf (Sj;B(Sj)) auf sol
he einge-s
hr�ankt werden, die die Annahme 2.3 erf�ullen. Bezei
hnet man die Menge dieserVerteilungen mit Prob(Sj), so l�asst si
h das zentrale Resultat dieses Abs
hnittesin dem folgenden Satz zusammenfassen.
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h Wertpapieren 27Satz 2.2 Es seien die Annahmen 2.2 und 2.3 bzgl. Erwartungen und Pr�aferenzenerf�ullt und der Planungshorizont j > 0 sei beliebig, aber fest. Dann existiert eineFunktion�? : P �R++ � Prob(Sj) �! Z+ (2.20)(p; w; �) 7�! �?(p; w; �);die stetig in ihren ersten beiden Argumenten ist und die die Wertpapierna
hfragedes Investors in t = 0 als Funktion der Preise p 2 P, seines mit (2.1) de�niertenVerm�ogens w > 0 sowie seiner Erwartungen � 2 Prob(Sj) de�niert.Bei der mit (2.20) de�nierten Na
hfragefunktion ist zu bea
hten, dass si
h dasVerm�ogen w > 0 mit Glei
hung (2.1) aus dem Portefeuille �z�1 2 Z+ der Vorperi-ode sowie den parametris
h gegebenen Preisen p 2 P und Dividendenzahlungend 2 D der Periode t = 0 ergibt. Unter Verwendung von (2.1) kann die Wertpapier-na
hfrage (2.20) des Investors als Funktion seiner Erwartungen, des Portefeuillesder Vorperiode sowie der Preise und Dividenden in t = 0 ges
hrieben werden als:� : P � D � Z+ � Prob(Sj) �! Z+ (2.21)� (p; d; �z�1; �) := �? (p;W (�z�1; (p; d)); �) :Mit Glei
hung (2.21) l�asst si
h weiter die Nettona
hfragefunktion�e : P � D � Z+ � Prob(Sj) �! RK+1 (2.22)�e (p; d; �z�1; �) := � (p; d; �z�1; �)� �z�1de�nieren, die die gew�uns
hte Ums
hi
htung des Investors in seinem Portefeuilleals Di�erenz zwis
hen dem mit (2.21) de�nierten, neuen Portefeuille und seinemalten Portefeuille aus der Vorperiode bes
hreibt.



2.5 Preisbildung und -dynamik 282.5 Preisbildung und -dynamikAufbauend auf den Resultaten der vorherigen Abs
hnitte wird das mehrperiodigePortefeuilleents
heidungsproblem im Folgenden in den sequentiellen Rahmen desFinanzmarktmodells aus Abs
hnitt 2:1 eingebettet. In diesem Zusammenhangwerden zun�a
hst die individuellen Na
hfragen aller Investoren na
h Wertpapie-ren in einer beliebigen Periode formuliert. Darauf aufbauend wird die allgemeineForm des �okonomis
hen Preisbildungsgesetzes, das die Preise in jeder Periodeendogen bestimmt, hergeleitet. In einem letzten S
hritt wird die Dynamik derPreise, die dur
h Aufdatierung der subjektiven Erwartungen entsteht, als zuf�alli-ges dynamis
hes System im Sinne von Arnold (1998) formuliert.Mit der Notation aus Abs
hnitt 2:1 bezei
hne I wieder die Menge der Investo-ren auf dem Markt, so dass in jeder Periode t 2 N ein handelnder Investor(i; j) 2 I dur
h seinen Typenindex i 2 f1; � � � ; Ig und den Generationenindexj 2 f1; � � � ; Jg, der seine Lebenserwartung de�niert, bes
hrieben wird.Dabei weisen je zwei Investoren (i; j); (i; j 0) 2 I vom glei
hen Typ i, die unter-s
hiedli
hen Generationen j 6= j 0 angeh�oren, die glei
hen individuellen Charak-teristika auf. Insbesondere erhalten sie zu Beginn ihres Lebens eine identis
heAnfangsausstattung e(i) > 0 und besitzen die glei
he von-Neumann-MorgensternNutzenfunktion u(i).Im Folgenden werden Ents
heidungsvariablen wie Portefeuilles und Erwartungen,die si
h auf einen einzelnen Investor in einer beliebigen Periode t beziehen, mitdem Index (i; j) indiziert. Dabei soll die Vereinbarung getro�en werden, dass dieIndizierung stets auf den Zeitindex der zugeh�origen Variable bezogen ist. Mit die-ser Konvention bezei
hnet beispielsweise z(ij)t das Portefeuille, das der Investorvom Typ i aus Generation j mit Planungshorizont t+j na
h dem Handel in Peri-



2.5 Preisbildung und -dynamik 29ode t h�alt und entspre
hend z(i;j+1)t�1 sein eigenes Portefeuille aus der Vorperiode.Dagegen bezei
hnet z(ij)t�1 das Portefeuille, das der Investor vom (glei
hen) Typ imit Planungshorizont t+ j � 1 na
h dem Handel in Periode t� 1 h�alt.Es wird unterstellt, dass in einer beliebigen Handelsperiode t 2 N jeder Investor(i; j) 2 I ein j-periodiges Ents
heidungsproblem der Form (2.5) l�ost. Dazu bildeter zu Beginn der Periode Erwartungen in Form einer subjektiven Wahrs
heinli
h-keitsverteilung �(ij)t 2 Prob(Sj) der unsi
heren, ents
heidungsrelevanten Signalest+1; � � � ; st+j. In diesem Zusammenhang bezei
hne f�ur j = 1; � � � ; J Prob(Sj) dieMenge der Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen auf dem Produktraum (Sj;B(Sj)),die die Annahme 2.3 erf�ullen. Weiter wird unterstellt, dass die Pr�aferenzen allerInvestoren die Eigens
haften aus Annahme 2.2 besitzen. Unter dieser Vorausset-zung f�uhrt das Ents
heidungsproblem (2.5) jedes Investors zu einer wohlde�nier-ten Na
hfrage na
h Wertpapieren in der Ents
heidungsperiode.Im Folgenden soll zun�a
hst die Form dieser Na
hfragen f�ur jeden Investor for-muliert werden. Dabei ist zu bea
hten, dass si
h das Verm�ogen eines jungenInvestors (i; J) 2 I mit den Annahmen aus Abs
hnitt 2:1 aus der exogen ge-gebenen Anfangsausstattung e(i) > 0 ergibt. Der Betrag, der ihm zur Investitionzur Verf�ugung steht, ist damit insbesondere unabh�angig von den Preisen undDividenden der betra
hteten Periode. Mit Satz 2.2 gilt, dass f�ur jeden jungenInvestor (i; J) 2 I eine Abbildung�(iJ) : P � Prob(SJ) �! Z+ (2.23)(p; �(iJ)) 7�! �(ij) �p; �(iJ)�existiert, die stetig in p ist und die seine Na
hfrage na
h Wertpapieren in Abh�angig-keit von seinen Erwartungen sowie den parametris
h gegebenen Preise bestimmt.1616 Analog zu der Konvention in B�ohm & Chiarella (2000) wurde die Anfangsausstattung e(i)dabei ni
ht als Argument der Na
hfragefunktion (2.23) aufgef�uhrt, da sie exogen gegebenund f�ur jeden jungen Investor vom Typ i identis
h ist.



2.5 Preisbildung und -dynamik 30Da die Investoren nur zu Beginn ihres Lebens eine Anfangsausstattung erhalten,wird das Verm�ogen eines ni
ht-jungen Investors (i; j) 2 I, j < J , analog zu denAusf�uhrungen der vorherigen Abs
hnitte dur
h den Ertrag seines Portefeuillesz(i;j+1)t�1 aus der Vorperiode bestimmt. Insbesondere h�angt der Betrag, der ihmzur Investition zur Verf�ugung steht, damit von den Preisen und Dividendenzah-lungen der betra
hteten Periode ab. Mit Satz 2.2 und Glei
hung (2.21) ergibtsi
h die Na
hfrage eines ni
ht-jungen Investors (i; j) 2 I, j < J , als Funktionseiner Erwartungen, seiner Portefeuilleents
heidung aus der Vorperiode sowie derparametris
h gegebenen Preise und Dividenden als Abbildung�(ij) : P �D � Z+ � Prob(Sj) �! Z+ (2.24)(p; d; z(i;j+1)�1 ; �(ij)) 7�! �(ij)(p; d; z(i;j+1)�1 ; �(ij)):Analog zu den Annahmen in B�ohm & Chiarella (2000) und Wenzelburger (2001a)soll im Folgenden angenommen werden, dass auf dem betra
hteten Finanzmarktein risikoloses Wertpapier existiert. Dazu werden die Preise und Dividendenzah-lungen des Wertpapiers k = 0 als konstant unterstellt, so dass p(0)t � p(0) � 1,d(0)t � r, 8t 2 N. Der 
um-dividend Preis dieser Anlage ist somit in jeder Periodegegeben dur
h R := 1 + r > 0, wobei r als Verzinsung pro investierter Einheitinterpretiert werden kann. Um konsistent mit der in Abs
hnitt 2:3 formuliertenErwartungsbildung zu bleiben, ist die folgende Annahme erforderli
h:Annahme 2.4 Die Investoren unterstellen in ihren Erwartungen f�ur die Preiseund Dividenden des Wertpapiers k = 0 eine Dira
-Verteilung in dem Punkt (1; r),so dass mit Wahrs
heinli
hkeit eins gilt:s(0)t = (p(0)t ; d(0)t )> � (1; r)>; t 2 N:Um die Unters
heidung zwis
hen den riskanten Wertpapieren k = 1; : : : ; K undder risikolosen Anlageform k = 0 zu verdeutli
hen, wird der Portefeuilleraum Z



2.5 Preisbildung und -dynamik 31im Weiteren als Produkt Z = Y � X ges
hrieben. Hierbei bezei
hne Y = R+die Menge der zul�assigen risikolosen Investitionen und X = RK+ die zul�assigenAktienportefeuilles.17Zur Vereinfa
hung der weiteren Notation werden nun die folgenden �Anderun-gen vorgenommen: Bisher bezei
hneten die Vektoren pt = (p(0)t ; � � � ; p(K)t )> unddt = (d(0)t ; � � � ; d(K)t )> die Preise und Dividenden aller K + 1 Wertpapiere. Inallen folgenden Abs
hnitten dieser Arbeit bezei
hnen nun pt = (p(1)t ; � � � ; p(K)t )>und dt = (d(1)t ; � � � ; d(K)t )> die Preise und Dividendenzahlung der riskanten Wert-papiere.Um die Preisbildung in dem Modell zu untersu
hen, gen�ugt es, die Na
hfrage derInvestoren auf den M�arkten k = 1; � � � ; K, d.h. na
h riskanten Wertpapieren, zubetra
hten. De�niert man die folgende Projektionsabbildung �X : Y � X �!X, �X(y; x) := x, so erh�alt man aus (2.23) die Aktienna
hfrage eines jungenInvestors (i; J) 2 I als Funktion der parametris
h gegebenen Preise sowie seinerErwartungen als:'(iJ) : RK++ � Prob(SJ) �! X (2.25)'(iJ) �p; �(iJ)� := �X ��(iJ) �(1; p); �(iJ)�� :Analog erh�alt man aus (2.24) die Aktienna
hfrage eines ni
ht-jungen Investors(i; j) 2 I, j < J , als Funktion seiner Erwartungen, seiner vorherigen Portefeuil-leents
heidung sowie der parametris
h gegebenen Preise und Dividenden als'(ij) : RK++ �RK+ � Prob(Sj)� Z+ �! X (2.26)'(ij) �p; d; �(ij); z(i;j+1)�1 � := �X ��(ij)�(1; p); (r; d); �(ij); z(i;j+1)�1 �� :17 Im Weiteren werden nur no
h die riskanten Wertpapiere k = 1; : : : ;K als Aktien bezei
hnet.



2.5 Preisbildung und -dynamik 32Im Rahmen einer kompakten Notation werden im Weiteren f�ur jedes t�t := ��(ij)t �(i;j)2I und �t�1 := �z(ij)t�1�(i;j)2Ials Listen der subjektiven Erwartungen aller Marktteilnehmer sowie der Por-tefeuilles der ni
ht-jungen Investoren aus der Vorperiode gesetzt. Gegeben eineRealisation dt 2 RK+ des Dividendenprozesses erh�alt man die aggregierte Na
h-frage na
h Aktien in Periode t als:�(p; dt; �t; �t�1) := IXi=1 '(iJ) �p; �(iJ)t �| {z }Na
hfrage d. jungen Investoren+ J�1Xj=1 IXi=1 '(ij) �p; dt; �(ij)t ; z(i;j+1)t�1 �| {z }Na
hfrage d. ni
ht-jungen Investoren :(2.27)Um den marktr�aumenden Preis pt 2 RK++ zu bestimmen, wird der Gesamtbestand�x = (�x(1); : : : ; �x(K)) 2 RK++ an Aktien in der �Okonomie �uber die Zeit konstantgesetzt. Weiter wird analog zu Wenzelburger (2001a) unterstellt, dass in jederPeriode t 2 N eine weitere H�andlergruppe sogenannter Noise-Traders am Markteine (preisunabh�angige) Na
hfrage �t = (�(1)t ; � � � ; �(K)t )> 2 RK na
h Aktien ent-faltet, deren Realisation au�erhalb des Modellrahmens bestimmt wird.18 Gegebendie aggregierte Na
hfrage (2.27) und die Transaktion �t der Noise-Traders ergibtsi
h f�ur den marktr�aumenden Preis pt die Bedingung�(pt; dt; �t; �t�1)� (�x� �t) != 0: (2.28)Die Marktr�aumungsbedingung (2.28) fordert, dass die Summe der individuellenAktienna
hfragen der Investoren eins
hlie�li
h der Noise-Traders glei
h dem Ak-tienbestand sein muss.19 Unterstellt man analog zu B�ohm & Chiarella (2000), dass18 Die Transaktion �t kann als Na
hfrage interpretiert werden, der kein entspre
hendes mi-kro�okonomis
hes Ents
heidungskalk�ul zugrunde liegt, vgl. Wenzelburger (2001a), S.5.19 Alternativ kann die Summe der Nettona
hfragen der Investoren na
h Aktien eins
hlie�li
hder alten Generation j = 0 und der Noise-Traders glei
h Null gesetzt werden. Da zu Beginnder Periode t alle Aktien unter den Investoren verteilt sind, d.h. P(i;j)2I x(ij)t�1 + �t�1 = �x,ergibt si
h au
h bei diesem Vorgehen die Marktr�aumungsbedingung (2.28).



2.5 Preisbildung und -dynamik 33die aggregierte Na
hfragefunktion (2.27) global invertierbar in p ist, so erh�alt manaus (2.28) das Preisbildungsgesetz explizit alsS : JYj=1(Prob(Sj))I � ZIJ+ �RK+ �RK �! RK++ (2.29)pt = S(�t; �t�1; dt; �t) := ��1(�x� �t; dt; �t; �t�1):Die Abbildung (2.29) de�niert ein �okonomis
hes Gesetz im Sinne von B�ohm &Wenzelburger (1999), das in jeder Periode t den marktr�aumenden Preisvektorpt in Abh�angigkeit von der Portefeuilleallokation �t�1 aus der Vorperiode, denErwartungen �t aller Investoren, der Dividendenzahlung dt (die vor dem Handelin t erfolgt) sowie der Na
hfrage �t der Noise-Traders bestimmt. Die funktionaleForm der Abbildung S wird dabei sowohl von den individuellen Charakteristikader Investoren (Pr�aferenzen, Erwartungen, Anfangsausstattungen) als au
h vonden Marktgegebenheiten (Aktienbestand, risikolose Verzinsung, Anzahl und Le-bensdauer der Investoren) bestimmt.Die Abh�angigkeit der Preisbildung von der Dividendenzahlung dt und der Por-tefeuilleallokation �t�1 der Vorperiode ergibt si
h dabei auss
hlie�li
h �uber dieVerm�ogenssituation der ni
ht-jungen Investoren. Dies ist eine Konsequenz dermehrperiodigen OLG-Struktur, bei der si
h das Verm�ogen eines ni
ht-jungen In-vestors aus dem Ertrag seines Portefeuilles aus der Vorperiode ergibt.Die na
h dem Handel realisierten Portefeuilles der Marktteilnehmer (eins
hlie�-li
h der risikolosen Investition) erh�alt man aus (2.23) und (2.24) als:20z(ij)t = �(ij)(pt; dt; z(i;j+1)t�1 ; �(ij)t ); j = 1; � � � ; J � 1z(iJ)t = �(iJ)(pt; �(iJ)t ): (2.30)20 Im Rahmen eines kleinen notationellen Missbrau
hs wurden dabei die �xierten Argumentep(0)t = 1 und d(0)t = r verna
hl�assigt.



2.5 Preisbildung und -dynamik 34Um im Folgenden die Entwi
klungen von Preisen, Portefeuilles und Erwartungenzu untersu
hen, werden mit der folgenden Annahme die Dividendenzahlungensowie die Transaktionen der Noise-Traders in jeder Periode t bes
hrieben:Annahme 2.5 Gegeben sei der Wahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ;P) und die Fil-tration fFtgt2N. Dann gilt:(1) Die Dividendenzahlungen werden bes
hrieben dur
h einen adaptierten er-godis
hen Prozess fdtgt2N auf (
;F ;P) mit Werten in RK+ , so dass dieAbbildung dt : 
 �! RK+ Ft-messbar ist.(2) Die Transaktionen der Noise-Traders werden bes
hrieben dur
h einen ad-aptierten ergodis
hen Prozess f�tgt2N auf (
;F ;P) mit Werten in RK, sodass die Abbildung �t : 
 �! RK Ft-messbar ist.Um eine vollst�andige Bes
hreibung der Entwi
klung der Preise �uber die Zeit,d.h. des Preisprozesses, zu erhalten, muss im Folgenden festgelegt werden, wiedie Investoren ihre Erwartungen in jeder Periode in Abh�angigkeit von den zurVerf�ugung stehenden Informationen bilden und �uber die Zeit aufdatieren.Um die Erwartungsbildung der vers
hiedenen Generationen zu bes
hreiben, be-tra
htet man zun�a
hst die in einer beliebigen Periode t junge Generation. ZuBeginn der Periode (vor dem Handel und der Dividendenzahlung) bildet ein jun-ger Investor (i; J) 2 I annahmegem�ass Erwartungen in Form einer subjektivenWahrs
heinli
hkeitsverteilung �(iJ)t 2 Prob(SJ) der Signale st+1; � � � ; st+J . SeineInformationsmenge zum Zeitpunkt der Erwartungsbildung besteht dabei aus denBeoba
htungen von Preisen p� und Dividenden d� sowie Transaktionen �� derNoise-Traders21 bis zum Ende der Periode t � 1, d.h. � < t. Weiter wird unter-21 Es wird also unterstellt, dass die Portefeuilles der Noise-Traders idealerweise beoba
htbareGr�o�en sind. Diese re
ht restriktive Annahme wird in Wenzelburger (2001a) insofern ge-re
htfertigt, als dort gezeigt wird, dass eine ni
ht direkt beoba
htbare Transaktion dur
hgeeignete S
h�atzungen approximiert werden kann.



2.5 Preisbildung und -dynamik 35stellt, dass der Investor die Erwartungen �(iJ)t�1 2 Prob(SJ) seines Vorg�angers, d.h.des in der Vorperiode t� 1 jungen Investors vom glei
hen Typ i, kennt.Zu Beginn der Periode t hat der Investor im Verglei
h zu seinem Vorg�anger ei-ne weitere Realisation pt�1, dt�1 und �t�1 beoba
htet. Die allgemeine Form einerPrognoseregel kann somit als Abbildung (vgl. B�ohm & Chiarella (2000))	(iJ) : Prob(SJ)�RK++ �RK+ �RK �! Prob(SJ) (2.31)	(iJ)(�(iJ)t�1 ; pt�1; dt�1; �t�1) = �(iJ)t :de�niert werden. Diese legt fest, wie ein junger Investor (i; J) 2 I in Periode tdie Erwartungen �(iJ)t�1 seines Vorg�angers in Abh�angigkeit von den zus�atzli
h be-oba
hteten Realisationen pt�1, dt�1 und �t�1 zu �(iJ)t aufdatiert. Die Abbildung	(iJ) in (2.31) de�niert dabei einen sogenannten Marko�'s
hen �Ubergangskern,der die Erwartungen rekursiv f�ur jeden Zeitpunkt aus den zur Verf�ugung stehen-den Informationen bestimmt.Um eine analoge Prognoseregel f�ur die ni
ht-jungen Generationen zu formulieren,wird im Folgenden unterstellt, dass alle Investoren vom Typ i die glei
hen Progno-severfahren verwenden.22 Dies impliziert, dass ein ni
ht-junger Investor (i; j) 2 I,j < J , in Periode t mit Planungshorizont t + j eine identis
he Verteilung derSignale st+1; � � � ; st+j unterstellt wie der junge Investor (i; J) vom glei
hen Typ i.Dieser Zusammenhang wird in der folgenden Annahme formalisiert. Dazu be-zei
hne f�ur j = 1; : : : ; J die Abbildung �1;j : SJ �! Sj, �1;j(s1; : : : ; sj; : : : ; sJ) :=(s1; : : : ; sj) die Projektion des Produktraumes SJ auf seine ersten j Komponen-ten.22 Mit Bezug auf Wenzelburger (2001a) kann dies beispielsweise damit begr�undet werden, dassalle Investoren vom Typ i die glei
hen Finanzintermedi�are zur Prognosebildung heranziehen.



2.5 Preisbildung und -dynamik 36Annahme 2.6 In jeder Periode t 2 N ergibt si
h die Verteilung �(ij)t 2 Prob(Sj)eines ni
ht-jungen Investors (i; j) 2 I, j < J, aus der Verteilung �(iJ)t 2 Prob(SJ)des jungen Investors vom glei
hen Typ i als Bildverteilung unter der Projektions-abbildung �1;j, d.h. f�ur jedes B 2 B(Sj) gilt:�(ij)t (B) = �(iJ)t (��11;j (B)): (2.32)Mit Annahme (2.6) folgt, dass die Erwartungen der Investoren in jeder Periodevollst�andig dur
h die Erwartungen der jeweils jungen Generation bes
hriebenwerden. F�ur die Prognoseregel eines ni
ht-jungen Investors (i; j) 2 I kann wegen(2.32)	(ij) := �1;j Æ	(iJ); j = 1; � � � ; J � 1: (2.33)gesetzt werden.De�niert man 	 = (	(ij))(i;j)2I und �(�) := (�(ij)(�))(i;j)2I als Listen der verwen-deten Prognoseregeln sowie der individuellen Na
hfragfunktionen aus (2.21), soerh�alt man die folgende Eins
hrittabbildung eines sogenannten zuf�alligen dyna-mis
hen Systems im Sinne von Arnold (1998), das die Dynamik der Erwartungen,Preise und Portefeuilles bes
hreibt.8>>><>>>: �t = 	(�t�1; pt�1; dt�1; �t�1)pt = S(	(�t�1; pt�1; dt�1; �t�1); �t�1; dt; �t)�t = �(pt; dt; �t; �t�1): (2.34)
Das dynamis
he System (2.34) liefert eine explizite Bes
hreibung der Entwi
klungvon Preisen, Erwartungen und Portefeuilles unter dem exogenen sto
hastis
henEin
uss des Dividendenprozesses fdtgt2N und des Transaktionsprozesses f�tgt2N



2.5 Preisbildung und -dynamik 37der Noise-Traders. Die Dynamik wird dabei imWesentli
hen von dem Zusammen-spiel zwis
hen den individuell verwendeten Prognoseregeln 	, dem Preisbildungs-gesetz S und den individuellen Na
hfragen � bestimmt. Diese Interaktion wirdabs
hlie�end in der folgende Abbildung illustriert, die den sequentiellen Ablaufdes Modells in einer beliebigen Handelsperiode bes
hreibt.
�t�t�1�t�1

�t�1

t� 1

pt

Phase II: Handel t+ 1

S

�	 �t�tptdtpt�1
�tdt �tdt�1

tPhase I: Erwartungsbildung

Exogene sto
hastis
heEin
�usseAbbildung 2: Sequentieller Ablauf in einer beliebigen Periode t.



2.6 Zusammenfassung 382.6 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde das mehrperiodige Portefeuilleents
heidungsproblem un-ter allgemeinen Annahmen bzgl. Erwartungen und Pr�aferenzen betra
htet. Eswurde gezeigt, dass das Ents
heidungsproblem unter der Annahme strikt kon-vexer Pr�aferenzen und ni
htredundanter Anlagem�ogli
hkeiten zu einer wohlde-�nierten, stetigen Na
hfragefunktion na
h Wertpapieren f�uhrt. Aufbauend aufden individuellen Na
hfragen wurde das �okonomis
he Preisbildungsgesetz herge-leitet und die allgemeine Form der Preis- und Erwartungsdynamik als zuf�alligesdynamis
hes System im Sinne von Arnold (1998) formuliert.



3 Mehrperiodige Portefeuilleent-s
heidungen im CAPM
3.1 Annahmen des CAPMIm Folgenden soll das mehrperiodige Portefeuilleents
heidungsproblem unter denAnnahmen des Capital Asset Pri
ing Model(CAPM) betra
htet werden. DiesesModell geht zur�u
k auf die Arbeiten von Sharpe (1964), Lintner (1965) und Mos-sin (1966) und bildet heute die Grundlage der klassis
hen Finanzmarkttheorie.Da im CAPM sowohl negative Preise als au
h Leerverk�aufe und Kreditaufnahmenin unbegrenzter H�ohe zugelassen sind (vgl. Stapleton & Subrahmanyam (1978)),ist eine Modi�kation der Annahmen des vorherigen Kapitels erforderli
h. So wirdim Folgenden Z = Y �X = R �RK als Raum der zul�assigen Portefeuilles undP = f1g �RK als Preisraum (eins
hlie�li
h der risikolosen Anlageform) gesetzt.Alle De�nitionen des Abs
hnitts 2:2 bzgl. Handelsstrategien, et
. sind imWeitereninnerhalb dieses modi�zierten Rahmens zu betra
hten. Als weitere Modi�kationwird im Folgenden der Spezialfall dt = 0 8t 2 N betra
htet, d.h. es �nden keineDividendenzahlungen statt. Die subjektive Erwartungsbildung der Investoren re-duziert si
h somit auf die unsi
heren ex-dividend Preise des Planungszeitraumes.



3.2 Portefeuilleents
heidungen im CAPM 403.2 Portefeuilleents
heidungen im CAPMBetra
htet wird wieder das Portefeuilleents
heidungsproblem eines einzelnen In-vestors (i; j) 2 I in einer beliebigen Periode t = 0 mit Planungshorizont j > 0.Alle Zeitindizierungen dieses Kapitels beziehen si
h wieder auf diesen �xiertenZeitrahmen.In jeder Periode t = 0; 1; : : : ; j � 1 stehen dem Investor die im vorherigen Ka-pitel bes
hriebenen Investitionsm�ogli
hkeiten in K riskante und eine risikoloseAnlageform zur Verf�ugung. Es bezei
hne zt = (yt; xt) 2 R�RK wieder die Por-tefeuilleents
heidung der Periode t bestehend aus der Investition yt in die si
hereAnlage und dem riskanten Aktienportefeuille xt = �x(1)t ; � � � ; x(K)t �>.Im Rahmen des Ents
heidungsproblems werden die Preise der riskanten Wertpa-piere in t = 0 wieder als Parameter p 2 RK betra
htet. Der Investor besitze zuBeginn der Ents
heidungsperiode ein Portefeuille �z�1 = (�y�1; �x�1) 2 R�RK ausder Vorperiode, dessen Ertragw := R�y�1 + p>�x�1 (3.1)sein ebenfalls parametris
h gegebenes Verm�ogen in t = 0 de�niert, das zur In-vestition zur Verf�ugung steht.23 Dabei bezei
hne R > 0 wieder den Ertrag proinvestierter Einheit in die risikolose Anlageform.Da annahmegem�a� keine Dividendenzahlungen statt�nden, reduziert si
h die Un-si
herheit in der Ents
heidungsperiode auf die zuk�unftigen ex-dividend Preiseder riskanten Wertpapiere. Der Investor bildet zu Beginn der Ents
heidungs-periode t = 0 Erwartungen in Form einer subjektiven Wahrs
heinli
hkeitsver-teilung � 2 Prob(RKj) der ents
heidungsrelevanten Preise p1; : : : ; pj.23 Mit der OLG-Struktur des Modells ist dies glei
hbedeutend mit der Annahme j < J , d.h.der Investor geh�ort in t = 0 ni
ht der jungen Generation an. Der Fall j = J , bei dem si
h dasVerm�ogen als Anfangsausstattung e(i) > 0 ergibt, erfordert nur geringf�ugige Modi�kationen.



3.2 Portefeuilleents
heidungen im CAPM 41Gegeben das Portefeuille �z�1 und parametris
he Preise p besteht das Ents
hei-dungsproblem des Investors in t = 0 in der Wahl einer selbst�nanzierenden Han-delsstrategie H (vgl. Abs
hnitt 2.2) bestehend aus1. Einer Portefeuilleents
heidung (y0; x0) 2 R�RK f�ur t = 02. Einer Liste von Portefeuillepl�anen (yt(�); xt(�)), t = 1; : : : ; j� 1, die f�ur jedePeriode t des Planungszeitraumes die geplante Portefeuilleents
heidung alsFunktion der Preise p1; : : : ; pt bes
hreiben.Es bezei
hne H (p; �z�1) wieder die Menge der selbst�nanzierenden Handelsstra-tegien, die dem Investor in t = 0 in Abh�angigkeit von dem Portefeuille �z�1 undden Preisen p in t = 0 zur Verf�ugung stehen. F�ur jedes H 2 H (p; �z�1) de�niertdie ZufallsvariableWj(H; pj1) := Ryj�1(pj�11 ) + p>j xj�1(pj�11 ) (3.2)das im Rahmen der gew�ahlten Strategie erzielte Endverm�ogen. Unterstellt manwieder, dass der Investor gegeben seine Pr�aferenzen u aus Annahme 2.2 sowieseine Erwartungen � 2 Prob(RKj) den Erwartungsnutzen des Endverm�ogensmaximiert, so lautet das Ents
heidungsproblem in t = 0:maxH 8>>>><>>>>:
ZRKj u �Wj(H; pj1)� �(dpj1)u:d:N:H 2H (�z�1; p): (3.3)In den folgenden Abs
hnitten wird das Ents
heidungsproblem (3.10) unter speziel-len Annahmen bzgl. der subjektiven Verteilung � und der Nutzenfunktion u be-tra
htet. Insbesondere werden dabei die Eigens
haften der multivariaten Normal-verteilung eine wi
htige Rolle spielen. Die folgenden Ausf�uhrungen stellen daher
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heidungen im CAPM 42zun�a
hst einige wi
htige Eigens
haften normalverteilter Zufallsvariablen zusam-men. In diesem Zusammenhang bezei
hne f�ur n � 1Mn � Rn�n die Menge allersymmetris
hen, positiv de�niten n� n-Matrizen.De�nition 5 Eine Zufallsvariable X = (X1; : : : ; Xn), n � 1, mit Werten in Rnhei�t (ni
htsingul�ar) normalverteilt mit Parametern (�;�) 2 Rn �Mn, falls siedie folgende Gauss's
he Di
htefunktion besitzt:24fn : Rn �Rn �Mn �! R++ (3.4)fn(x;�;�) := 
n(�) expn�12(x� �)>��1(x� �)owobei 
n(�) := (2�)�n2 [det �℄� 12 > 0.Zwis
hen der Zufallsvariablen X und den Parametern (�;�) der Verteilung be-steht dabei der folgende Zusammenhang:E [X℄ := ZRn xf(x;�;�) dx = �V [X℄ := E �(X � �)(X � �)>� = �:Die Verteilung einer normalverteilten Zufallsvariable wird daher vollst�andig dur
hihre ersten beiden Momente bes
hrieben.Im Folgenden wird f�ur n � 1 die Funktion gn : Rn �R++ �Rn �Mn �! R++gn(x; 
; �;�) := 
 expn�12(x� �)>��1(x� �)o (3.5)als Gauss's
he Funktion in x mit Parametern (
; �;�) bezei
hnet. Es gilt somitder Zusammenhangfn(x;�;�) = gn(x; 
n(�); �;�); (3.6)24 Die Eigens
haft der Ni
htsingularit�at der Verteilung ist dabei glei
hbedeutend mit der hiergetro�enen Annahme einer positiv de�niten Matrix �, siehe Tong (1990), De�nition 3.2.1.



3.2 Portefeuilleents
heidungen im CAPM 43d.h. eine Gauss's
he Di
htefunktion ist eine spezielle Gauss's
he Funktion, derenIntegral �uber RK auf eins normiert ist (siehe Anderson (1984)).Im Rahmen der folgenden Ausf�uhrungen werden zumeist Gauss's
he Funktionenbzw. Di
hten, die auf RK de�niert sind, betra
htet. Um die �Ubersi
htli
hkeit derNotation zu erh�ohen, wird f�ur diesen Fall der Dimensionsindex n weggelassen,d.h. es wird g(�) � gK(�), 
(�) � 
K(�) und f(�) � fK(�) gesetzt. Als weitere Kon-vention wird der Parameter 
 einer Gauss's
hen Funktion f�ur den Fall 
 = 1 alsArgument verna
hl�assigt, d.h. es wird g(x;�;�) � g(x; 1; �;�) gesetzt.Das folgende Lemma bes
hreibt einige wi
htige Eigens
haften Gauss's
her Funk-tionen, die im Verlauf der weiteren Betra
htungen ben�otigt werden. Dabei wirdf�ur eine invertierbare Matrix A die Notation A�> := (A�1)> = (A>)�1 verwendet.Lemma 3.1 Gegeben die De�nition aus Glei
hung (3.5) gilt:(1) Das Produkt von m � 2 Gauss's
hen Funktionen g(x; 
(i); #(i);
(i)) in x 2RK mit Parametern (
(i); #(i);
(i)) 2 R++ � RK �MK, i = 1; : : : ; m istwieder eine Gauss's
he Funktion, d.h. es giltmYi=1 g(x; 
(i); #(i);
(i)) = g(x; 
; #;
): (3.7)Die Parameter (
; #;
) 2 R++ �RK �MK ergeben si
h dabei als
 := �
(1)�1 + : : :+ 
(m)�1��1# := 
 �
(1)�1#(1) + : : :+ 
(m)�1#(m)�
 := Qmi=1 g(0; 
(i); #(i);
(i))g(0;#;
) :(2) F�ur das Integral einer Gauss's
hen Funktion g(x; 
; #;
) gilt:ZRK g(x; 
; #;
) dx = 

(
) > 0:



3.2 Portefeuilleents
heidungen im CAPM 44(3) F�ur beliebiges � 2 RK und invertierbares A 2 RK�K gelten die folgendenEigens
haften (E1)� (E3) Gauss's
her Funktionen:(E1) g(x; 
; #+ �;
) = g(x� �; 
; #;
)(E2) g(x; 
; #;
) = g(�x; 
;�#;
)(E3) g(Ax; 
; #;
) = g(x; 
; A�1#;A�1
A�>)Beweis: Siehe Anhang A.3.Aufbauend auf diesen Vor�uberlegungen wird die folgende Annahme bez�ugli
h dersubjektiven Erwartungen des Investors gema
ht:Annahme 3.1 Der Investor unterstellt bzgl. der Verteilung � 2 Prob(RKj) derZufallsvariablen p1; : : : ; pj eine ni
htsingul�are Normalverteilung auf RKj mit Mo-menten � 2 RKj und � 2 MKj. F�ur jedes E 2 B �RKj� gilt somit:�(E) = ZE fKj(p ;�;�) dp; p 2 RKj: (3.8)Aus den oben bes
hriebenen Eigens
haften der Normalverteilung folgt, dass dieErwartungen des Investors in t = 0 vollst�andig dur
h die Momente der Verteilungbes
hrieben werden, die si
h in Blo
kmatrixs
hreibweise ergeben als:� := 0BBB� �1...�j 1CCCA 2 RKj; � := 26664 �11 � � � �1j... . . . ...�j1 � � � �jj 37775 2 MKj: (3.9)Dabei de�niert der Vektor�t = E [pt℄ 2 RK; t = 1; : : : ; j;



3.2 Portefeuilleents
heidungen im CAPM 45den subjektiven Erwartungswert des Investors bzgl. der Zufallsvariablen pt unddie Matrix�ts = E �(pt � �t)(ps � �s)>� 2 RK�K; t; s = 1; : : : ; j;die subjektive Varianz-Kovarianz-Eins
h�atzung des Investors zwis
hen den Zu-fallsvariablen pt und ps. Insbesondere bes
hreibt �tt die Varianz-Kovarianz-Matrixder Preise pt und �ts, t 6= s, die Kovarianz-Matrix der Preise pt und ps. F�ur denSpezialfall �ts = 0, t 6= s, werden die Preise der Perioden t und s als unkorreliertunterstellt.25Abs
hlie�end wird die folgende Annahme bez�ugli
h der Pr�aferenzen des Investorsgema
ht:Annahme 3.2 Die Pr�aferenzen des Investors bzgl. des Endverm�ogens werdenbes
hrieben dur
h die exponentielle von-Neumann-Morgenstern Nutzenfunktionu : R�R++ �! R; (W ; a) 7�! u(W ; a) := � expn�aWo:Hierbei de�niert der Parameter a > 0 die Risikoaversion des Investors.Unter Verwendung der Beziehung (3.8) und der Nutzenfunktion aus Annahme3.2 kann das Ents
heidungsproblem (3.3) in t = 0 wie folgt ges
hrieben werden:maxH 8>>>><>>>>:
ZRKj u �Wj(H; pj1); a� fKj(pj1;�;�) dpj1u:d:N:H 2H (�z�1; p): (3.10)Im Folgenden wird die L�osung des mehrperiodigen Ents
heidungsproblems (3.10)unter den Annahmen 3.1 und 3.2 mit Hilfe des in Abs
hnitt 2:4 vorgestelltenrekursiven Ansatzes der sto
hastis
hen dynamis
hen Programmierung betra
htet.25 Na
h Tong(1990), S.31, Theorem 3.3.2 folgt unter der Normalverteilungsannahme sogar diest�arkere Eigens
haft der sto
hastis
hen Unabh�angigkeit der Zufallsvariablen pt und ps.



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 463.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblemIm Rahmen der L�osung des Ents
heidungsproblems (3.10) wird zun�a
hst der Fallj = 2 betra
htet, d.h. es liegt ein dreiperiodiger Planungszeitraum vor. In diesemFall reduziert si
h die Erwartungsbildung des Investors in t = 0 auf die unsi
herenPreise (p1; p2) der folgenden beiden Perioden.Bez�ugli
h der subjektiven Verteilung � 2 Prob(R2K) wird annahmegem�a� eineNormalverteilung unterstellt, die vollst�andig bes
hrieben wird dur
h die zugeh�ori-gen Momente� := 0� �1�2 1A = E0� p1p2 1A ; � := 24 �11 �12�21 �22 35 = V0� p1p2 1A : (3.11)Gegeben die Momente (�;�) 2 R2K �M2K wird dur
h (3.10) ein zweistu�gesEnts
heidungsproblem de�niert, das mit dem im vorherigen Kapitel vorgestelltenAnsatz der dynamis
hen Programmierung gel�ost werden kann.26 Dazu wird daszweistu�ge Problem (3.10) mit dem in Abs
hnitt 2:4 bes
hriebenen Vorgehen inzwei einstu�ge Probleme zerlegt. Die L�osung des Ents
heidungsproblems erfolgtsomit wieder in zwei S
hritten:1. Betra
htung des (einstu�gen) Ents
heidungsproblems f�ur t = 1, Ermittlungder zugeh�origen Wertfunktion.2. L�osung des Ents
heidungsproblems f�ur t = 0 unter Verwendung der Wert-funktion aus S
hritt 1.Im Rahmen dieses zweistu�gen Vorgehens ist es analog zu Abs
hnitt 2:4 wiedererforderli
h, die gemeinsame Verteilung � der Zufallsvariablen (p1; p2) zu faktori-sieren und in bedingte Verteilung und Randverteilung zu zerlegen. Dazu werden26 F�ur die im Folgenden betra
htete L�osung des Ents
heidungsproblems werden die Momente(�;�) aus (3.11) als gegebene, �xe Gr�o�en unterstellt.



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 47die folgenden Parameter de�niert, die si
h aus den Verteilungsmomenten (3.11)ergeben und damit im Rahmen des Ents
heidungsproblems ebenfalls �xe Gr�o�ensind: B2 := �21��111 2 RK�K�2 := �2 � B2�1 2 RK (3.12)�2 := �22 � B2�12 2 MK:Unter Verwendung dieser De�nitionen bes
hreibt das folgende Lemma die Fak-torisierung der Verteilung �.Lemma 3.2 Es seien die Zufallsvariablen (p1; p2) gemeinsam normalverteilt mitden Momenten (�;�) 2 R2K �M2K aus (3.11). Dann gilt:(1) Die gemeinsame Verteilung � 2 Prob(R2K) l�asst si
h zerlegen in eine be-dingte Verteilung Q(2) : RK � B(RK) �! [0; 1℄ der Zufallsvariablen p2 undeine Randverteilung Q(1) : B(RK) �! [0; 1℄ der Zufallsvariablen p1. F�urjedes E 2 B(R2K) gilt die Zerlegung�(E) = ZRK ZRK 1E(p1; p2)Q(2)(p1; dp2)Q(1)(dp1) (3.13)(2) Die bedingte Verteilung Q(2) der Zufallsvariablen p2 ist gegeben dur
h eineNormalverteilung auf RK mit bedingten Momenten (�2j1;�2) wobei�2j1 := �2 +B2p1: (3.14)Die Parameter �2 2 RK, B2 2 RK�K und �2 2 MK ergeben si
h dabei mit(3.12) aus den Momenten (�;�) der gemeinsamen Verteilung.(3) Die Randverteilung Q(1) der Zufallsvariablen p1 ist gegeben dur
h eine Nor-malverteilung auf RK mit Momenten (�1;�11), die si
h aus (3.11) ergeben.



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 48Beweis: Siehe Anhang A.4.F�ur jedes E 2 B(RK) und jede Realisation p1 2 RK liefert die bedingte VerteilungQ(2)(p1; E) = ZE f(p; �2 +B2p1;�2) dp (3.15)die Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses p2 2 E, gegeben dass vorher die Realisationp1 beoba
htet wurde. Man erkennt aus (3.14), dass der bedingte Erwartungswert�2j1 eine lineare Funktion in p1 ist, die bedingte Varianz-Kovarianzmatrix �2 da-gegen auss
hlie�li
h von der Varianz-Kovarianz-Matrix � der gemeinsamen Ver-teilung bestimmt wird. Somit kann Q(2) als Abbildung Q(2) : RK �! Prob(RK)aufgefasst werde, die eine Normalverteilung der Zufallsvariablen p2 mit einem inp1 parametrisiertem Erwartungswert �2j1 de�niert.Die si
h aus der Faktorisierung (3.13) ergebende RandverteilungQ(1)(E) = ZE f(p;�1;�11) dp (3.16)de�niert f�ur jedes E 2 B(RK) die Wahrs
heinli
hkeit, dass p1 2 E unabh�angigvon der Realisation von p2.Aus dem folgenden Lemma ergibt si
h, dass unter den gema
hten Annahmensowohl die bedingte Verteilung (3.15) als au
h die Randverteilung (3.16) ni
ht-singul�ar sind, d.h. die Matrizen �2 aus (3.12) und �11 sind beide positiv de�nitund symmetris
h.Lemma 3.3 Es sei A 2 Mn eine symmetris
he, positiv de�nite Matrix, die par-titioniert werde als A = 24 A11 A12A21 A22 35 wobei die Blo
kmatrizen A11 und A22 beidequadratis
h seien. Dann sind die Matrizen A11, A22 und A2 := A22 �A21A�111 A12alle ebenfalls symmetris
h und positiv de�nit.Beweis: Siehe Oulette (1981), S.208, Korollar 3.1.



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 49S
hritt 1: Ents
heidungsproblem f�ur t = 1Aufbauend auf diesen Vor�uberlegungen wird in einem ersten S
hritt zun�a
hst dasEnts
heidungsproblem f�ur t = 1 betra
htet (vgl. Abs
hnitt 2.4). Gegeben sei eineparametris
he Realisation der Preise p1 und eine Portefeuilleents
heidung (y0; x0)aus der Vorperiode, deren Ertrag w1 := Ry0 + x>0 p1 das (ebenfalls parametris
hgegebene) Verm�ogen des Investors in t = 1 bestimmt.Die Erwartungen bzgl. der Zufallsvariablen p2 werden f�ur parametris
hes p1 dur
hdie mit Glei
hung (3.15) de�nierte, bedingte Verteilung Q(2)(p1; �) mit zugeh�ori-ger Di
htefunktion f( � ; �2+B2p1;�2) bes
hrieben. Die Parameter (�2; B2;�2) 2RK �RK�K �MK ergeben si
h dabei mit Glei
hung (3.12) aus den Momenten(�;�) der gemeinsamen Verteilung.Gegeben parametris
he Preise p1 2 RK und ein Verm�ogen w1 2 R reduziert si
hdas Ents
heidungsproblem in t = 1 auf die Wahl eines errei
hbaren Portefeuilles(x1; y1), das den Erwartungsnutzen des Endverm�ogens maximiert. Das Ents
hei-dungsproblem in t = 1 lautet somit:maxx;y 8>>>><>>>>:
ZRK u(Ry + x>p; a) f(p; �2 +B2p1;�2) dpu:d:Ny + x>p1 = w1: (3.17)Aus (3.17) ergibt si
h die ZielfunktionU1(x; y; p1) := ZRK u(Ry + x>p; a) f(p; �2 +B2p1;�2) dp; (3.18)die den Erwartungsnutzen des Endverm�ogens als Funktion der Portefeuilleent-s
heidung in t = 1 sowie der parametris
h gegebenen Preise p1 de�niert unddaher im Weiteren als Erwartungsnutzenfunktion der Periode t = 1 bezei
hnetwird. Das folgende Lemma liefert eine wi
htige Vereinfa
hung f�ur Integralfunk-tionen der Form (3.17):
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heidungsproblem 50Lemma 3.4 Seien (�;�) 2 RK �MK, 
 > 0 und � > 0 gegeben. Dann gilt f�urdie Funktionen u(�;�) und g(�; 
; �;�) die folgende Transformationsbeziehung:ZRK u(Ry + x>p;�)g(p; 
; �;�) dp = 

(�) u�Ry + x>� � �2x>� x;�� :(3.19)Beweis: Der Integralkern u(Ry+x>p;�) g(p; 
; �;�) ist das Produkt zweier Expo-nentialfunktionen u(�;�) und g(�; 
; �;�), deren Exponenten als Summe ges
hrie-ben werden k�onnen. Man erh�alt somit:u(Ry + x>p;�) g(p; 
; �;�) = �
 exp���(Ry + x>p)� 12(p� �)>��1 (p� �)� :Unter Ausnutzung der Symmetrie der Matrix ��1 = ��> kann der Exponent wiefolgt umges
hrieben werden:27�� �Ry + x>p�� 12(p� �)>��1 (p� �)= ��Ry � 12h(p� (� � ��x))>��1(p� (� � ��x)) + 2�x>� � �2x>�xi= ��(Ry + x>� � �2x>�x)� 12h(p� (� � ��x))>��1(p� (� � ��x))i:F�ur den Integralkern in (3.19) gilt somit die folgende Zerlegung:u(Ry + x>p;�)g(p; 
; �;�) = u�Ry + x>� ��2 x>�x;�� g(p; 
; �� ��x;�):(3.20)Da der erste Faktor unabh�angig von der Integrationsvariablen p ist, folgt die Be-hauptung dur
h Einsetzen von (3.20) in (3.19) und mit Lemma 3.1 (2). �In allen Optimierungsproblemen, die in diesem und den folgenden Abs
hnittenbetra
htet werden, wird die Zielfunktion stets in eine Form gebra
ht, die eine27 F�ur die folgenden Umformungen wurden die die Zusammenh�ange (A>)�1 = (A�1)>,(AB)�1 = B�1A�1 f�ur quadratis
he Matrizen A, B und (AB)> = B>A> f�ur beliebigeMatrizen A, B ausgenutzt.



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 51Anwendung von Lemma 3.4 erlaubt. Im vorliegenden Fall erh�alt man die Er-wartungsnutzenfunktion U1(x; y; p1) aus (3.17) mit (3.6) dur
h Anwendung vonLemma 3.4 (setze dazu � = �2 +B2p1, � = �2, 
 = 
(�2) und � = a) alsU1(x; y; p1) = u�Ry + x>(�2 +B2p1)� a2x>�2x; a� : (3.21)Das Ents
heidungsproblem (3.17) lautet somit:maxy;x 8>>><>>>: u�Ry + x>(�2 +B2p1)� a2x>�2x; a�u:d:N:y + x>p1 = w1: (3.22)Das folgende Lemma bes
hreibt allgemein die L�osung von Ents
heidungsproble-men der Form (3.22) sowie eine Eigens
haft des Maximums, die im weiterenVerlauf ben�otigt wird.Lemma 3.5 Seien (�;�) 2 RK �MK, 
 > 0, � > 0 sowie Preise p 2 RK undVerm�ogen w 2 R gegeben. Dann gilt:(1) Das Ents
heidungsproblemmaxx;y 8>>><>>>: 
 u�Ry + x>� � �2 x>� x;��u:d:N:y + x>p = w (3.23)besitzt eine eindeutige L�osung (x?; y?) 2 RK �R der Form:x? = 1���1(� �Rp)y? = w � p>x?: (3.24)
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heidungsproblem 52(2) Das Maximumu? := 
 u�Ry? + x?>� � �2 x?>� x?;��des Ents
heidungsproblems (3.23) l�asst si
h s
hreiben alsu? = u(w;�R) g(Rp; 
; �;�): (3.25)Beweis:(1) F�ur festes 
 > 0 und � > 0 ist die Maximierung der Funktion
 u�Ry + x>� � �2 x>� x;�� = �
 expn�� �Ry + x>� � �2 x>� x�o :aufgrund der strikten Monotonie der Funktion 
u(�;�) �aquivalent zur Maxi-mierung der Funktion (x; y) 7�! Ry+ x>�� �2x>� x. Aus der zugeh�origenLagrange-FunktionL(x; y;�) := Ry + x>� � �2x>� x + �(w � x>p� y)erh�alt man �uber die Bedingungen erster Ordnung� � ��x� �p != 0 und R � � != 0:und mit der Nebenbedingung y + x>p = w die L�osung (3.24).(2) Dur
h Einsetzen der L�osungen in die Zielfunktion ergibt si
h unter Ausnut-zung der Symmetrie der Matrix � das Maximum u? als:u? = 
 u�Ry? + x?>� � �2x?>� x?;��= 
 u�Rw + x?>(� � Rp)� �2 x?>� x?;��
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heidungsproblem 53= 
 u�Rw + 12�(� � Rp)>��1(� �Rp);��= 
 u�Rw + 12�(Rp� �)>��1(Rp� �);��= u(w;�R) g(Rp; 
; �;�)woraus die Behauptung (2) folgt. �Im vorliegenden Fall erh�alt man die L�osung des Ents
heidungsproblems (3.17)mit Lemma 3.5(1) (setze dazu 
 = 1, � = �2 +B2p1, � = �2, � = a sowie p = p1und w = w1) wie folgt als Funktion der parametris
h �xierten Preise p1 2 RKsowie des Verm�ogens w1 2 R:x?1(w1; p1) = 1a��12 (�2 +B2p1 � Rp1) (3.26)= 1a��12 (�2 � A1p1)y?1(w1; p1) = w1 � p>1 x?1(w1; p1): (3.27)Hierbei ergeben si
h die Parameter (�2; B2;�2) mit Glei
hung (3.12) und es giltA1 := [RIK �B2℄ 2 RK�K: (3.28)Insbesondere erkennt man, dass die L�osung (3.26) unabh�angig von dem Verm�ogenw1 ist. Da das Ents
heidungsproblem (3.17) f�ur jedes (w1; p1) eine L�osung besitzt,ist die WertfunktionV1(w1; p1) := maxx;y nU1(x; y; p1) �� y + x>p1 = w1o (3.29)wohlde�niert und liefert den in (w1; p1) parametrisierten, maximalen Erwartungs-nutzen der Periode t = 1. Dur
h Einsetzen der L�osungen (3.26), (3.27) in die Er-wartungsnutzenfunktion (3.22) erh�alt man die Wertfunktion (3.29) mit Lemma



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 543.5(2) (setze dazu wieder 
 = 1, � = �2 + B2p1, � = �2, � = a, p = p1 undw = w1) und der Eigens
haft (E1) aus Lemma 3.1(3) explizit alsV1(w1; p1) = u(w1; aR) g(Rp1; �2 +B2p1;�2) (3.30)= u(w1; aR) g(A1p1; �2;�2):F�ur das weitere Vorgehen ist es erforderli
h, den Ausdru
k g(A1p1; �2;�2) in(3.30) in eine Gauss's
he Funktion von p1 zu transformieren. Dies erfordert mitder Eigens
haft (E3) in Lemma 3 die Annahme, dass die Matrix A1 aus (3.28)invertierbar ist.28 Unter dieser Annahme erh�alt man die Wertfunktion als Resultatdes ersten S
hrittes alsV1(w1; p1) = u(w1; aR) g(p1;#1;
1); (3.31)wobei#1 := A�11 �1 (3.32)
1 := A�11 �2A�>1 2 MK: (3.33)Insbesondere ist die Matrix 
1 symmetris
h und positiv de�nit da �2 symme-tris
h und positiv de�nit und die Matrix A1 ni
htsingul�ar ist.S
hritt 2: Ents
heidungsproblem in t = 0In einem zweiten S
hritt wird nun das Ents
heidungsproblem f�ur t = 0 betra
h-tet. Der Investor besitzt in t = 0 annahmegem�a� ein Portefeuille (�y�1; �x�1) aus28 Dies ist �aquivalent zu der Annahme, dass R kein Eigenwert der Regressionsmatrix B2 ist.Die Invertierbarkeit der Matrix A1 ist erf�ullt, wenn die Norm der Matrix 1RB2 hinrei
hendklein ist, siehe Halmos (1974). Dies ist insbesondere f�ur �21 = 0) B2 = 0 der Fall.
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heidungsproblem 55der Vorperiode, das sein parametris
h gegebenes Verm�ogen w mit Glei
hung (3.1)de�niert. Das Ents
heidungsproblem in t = 0 bei Planungshorizont j = 2 bestehtgem�a� (3.10) in der Wahl einer selbst�nanzierenden Handelsstrategie bestehendaus einer Portefeuilleents
heidung (x0; y0) f�ur t = 0 und einem Plan (x1(�); y1(�))f�ur t = 1.Gegeben die Wertfunktion V1(w1; p1) aus (3.31) gilt nun analog zu den Ausf�uhrun-gen in Abs
hnitt 2:4 (vgl. (2.10)) wieder das folgende Optimalit�atsprinzip:maxH2H (�z�1;p;d)�ZR2Ku �W2(H; p21)� �(dp21)� = maxy+x>p=w�ZRKV1 �Ry + x>p; p�Q(1)(dp)�:Die Randverteilung Q(1) der Zufallsvariablen p1 ergibt si
h dabei mit Glei
hung(3.16). Gem�a� dem Optimalit�atsprinzip kann die optimale Portefeuilleents
hei-dung der Periode t = 0 somit unter Verwendung der Wertfunktion V1(w1; p1) alsL�osung des folgenden, einstu�gen Ents
heidungsproblems ermittelt werden:maxy;x 8>>>><>>>>:
ZRK V1 �Ry + x>p; p�Q(1)(dp)u:d:N:y + x>p = w (3.34)Die Zielfunktion des Ents
heidungsproblems (3.34) kann unter Verwendung derDi
htefunktion aus (3.16) wie folgt ges
hrieben werden:U0(x; y) := ZRK V1(Ry + x>p; p) f(p;�1;�11) dp: (3.35)Um eine L�osung des Ents
heidungsproblems (3.34) zu erhalten, muss die Er-wartungsnutzenfunktion (3.35) wieder so transformiert werden, dass Lemma 3.4angewandt werden kann. Dazu nutzt man die spezielle Struktur des Integralkernsin (3.35) aus. Unter Verwendung der Beziehung (3.6) und (3.31) hat dieser dieForm:V1(Ry + x>p; p)f(p;�1;�11) = u(Ry + x>p;Ra)| {z }I g(p;#1;
1)| {z }II g(p; 
(�11); �1;�11)| {z }III :
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heidungsproblem 56Unter Anwendung von Lemma 3.1(1) l�asst si
h das Produkt der Gauss's
henFunktionen II und III s
hreiben als:g(p;#1;
1)| {z }II g(p; 
(�11); �1;�11)| {z }III = g(p; 
1; �1;�1): (3.36)Hierbei ergibt si
h die Matrix �1 2 MK mit Lemma 3(1) und Glei
hung (3.33)als �1 := ���111 + 
�11 ��1= ���111 + A>1 ��12 A1��1 (3.37)und der Vektor �1 2 RK mit den Glei
hungen (3.12), (3.28) und (3.32) als�1 := �1 ���111 �1 + 
�11 #1�= �1 ���111 �1 + A>1 ��12 �2�= �1 + ��1A>1 ��12 � (�2 �R�1): (3.38)Weiter gilt f�ur die Konstante 
1 gem�a� Lemma 3.1(1):
1 := g(0;#1;
1) g(0; 
(�11); �1;�11)g(0; �1;�1) > 0:Mit dieser Transformation hat der Integralkern in (3.35) nun die FormV1(Ry + x>p; p)f(p;�1;�11) = u(Ry + x>p; aR) g(p; 
1; �1;�1): (3.39)Dur
h Einsetzen von (3.39) in (3.35) und Anwendung von Lemma 3.4 ergibt si
hdie Erwartungsnutzenfunktion (3.35) als:U0(x; y) = 
1
(�1) u�Ry + x>�1 � aR2 x>�1 x; aR� : (3.40)
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heidungsproblem 57Das Ents
heidungsproblem (3.34) kann daher ges
hrieben werden als:maxy;x 8>>>><>>>>: 
1
(�1) u�Ry + x>�1 � aR2 x>�1 x; aR�u:d:N:y + x>p = w: (3.41)
F�ur gegebene Erwartungen (�;�) 2 R2K �M2K und feste Preise p 2 RK erh�altman die L�osung des Problems (3.41) mit Lemma 3.5(1) alsx?0 = 1aR��11 (�1 �Rp) (3.42)y?0 = w � p>x?0;Hierbei ergeben si
h die Parameter (�1;�1) 2 RK �MK aus (3.37) und (3.38).Man beoba
htet, dass �1 als Summe zweier symmetris
her, positiv de�niter Ma-trizen selbst eine symmetris
he, positiv de�nite Matrix ist, deren Eintr�age si
hmit (3.12) und (3.28) auss
hlie�li
h aus der Varianz-Kovarianz-Matrix � der ge-meinsamen Verteilung ergeben.Im Gegensatz dazu wird der mit Glei
hung (3.38) de�nierte Vektor �1 sowohl vondem Erwartungsvektor � als au
h von der Varianz-Kovarianz-Matrix � aus (3.11)bestimmt. Insbesondere ist �1 mit (3.38) eine lineare Funktion der Komponenten�1 und �2 des Erwartungsvektors.Im Rahmen der bisherigen Betra
htungen waren die Momente (�;�) 2 R2K �M2K aus (3.11) gegebene, feste Gr�o�en, die der Investor zu Beginn der Ents
hei-dungsperiode gebildet hat (vgl. Fu�note auf Seite 46). Bei der L�osung des Ent-s
heidungsproblems wurde unterstellt, dass die Blo
kmatrixeintr�age �21 = �>12und �11 der Matrix � aus (3.11) so bes
ha�en sind, dass R kein Eigenwert derRegressionsmatrix B2 = �21��111 aus (3.12) ist, so dass die Matrix A1 = RIK�B2
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heidungsproblem 58aus (3.28) invertierbar ist.29Um si
herzustellen, dass die L�osung (3.42) des Ents
heidungsproblems f�ur alter-native Erwartungsparameter (�;�) wohlde�niert ist, muss die Menge der zul�assi-gen Varianz-Kovarianz-Matrizen somit entspre
hend einges
hr�ankt werden. Be-zei
hnet man mit die Menge aller Varianz-Kovarianz-Matrizen, f�ur die die obi-ge Invertierbarkeitsbedingung erf�ullt ist, mit M(R)2K � M2K, so l�asst si
h dasHauptresultat dieses Abs
hnittes in dem folgenden Satz zusammenfassen:Satz 3.1 Es seinen die Annahmen 3.1 und 3.2 bez�ugli
h Erwartungen und Pr�afe-renzen erf�ullt. Dann l�asst si
h die Aktienna
hfrage eines Investors in t = 0 mitPlanungshorizont j = 2 als Funktion seiner Erwartungen (�;�) 2 R2K �M(R)2Ksowie der Preise p 2 RK s
hreiben als Abbildung' : RK �R2K �M(R)2K �! RK (3.43)'(p; �;�) := 1aR [�(�)℄�1 �� (�;�)�Rp�:Hierbei bezei
hnen� :M(R)2K �!MK; � 7�! �(�) (3.44)und � : R2K �M(R)2K �! RK; (�;�) 7�! � (�;�) (3.45)stetige Abbildungen, die si
h unter Verwendung von (3.28) und (3.12) explizitergeben als�(�) := ���111 + A>1 ��12 A1��1 (3.46)� (�;�) := �1 +�(�)A>1 ��12 (�2 � R�1): (3.47)29 Dies ist beispielsweise f�ur �21 = 0 erf�ullt.



3.3 Das zweiperiodige Ents
heidungsproblem 59Insbesondere impliziert Satz 3.1, dass die Na
hfrage eines zweiperiodig planen-den Investors in t = 0 der eines myopis
h handelnden Investors entspri
ht, dessenRisikoaversion gegeben ist dur
h aR > 0 und dessen Erwartungen bez�ugli
h derPreise p1 der Folgeperiode gegeben sind dur
h die Momente E [p1℄ = � (�;�) undV [p1℄ = �(�) (vgl. B�ohm & Chiarella (2000)).Unter Verwendung der Glei
hungen (3.46) und (3.47) kann die Na
hfragefunktion(3.43) explizit ges
hrieben werden als:'(p; �;�) = 1aR����111 + A>1 ��12 A1� (�1 �Rp) + A>1 ��12 (�2 �R�1)�: (3.48)F�ur den Spezialfall, dass die Zufallsvariablen p1, p2 als unabh�angig unterstelltwerden, gilt in (3.11) �12 = �21 = 0. In diesem Fall folgt aus (3.28) und (3.12)A1 = RIK und �2 = �22, so dass si
h (3.48) vereinfa
ht zu'(p; �;�) = 1R  1a��111 (�1 � Rp) + 1a � 1R2�22��1� 1R�2 � Rp�!= 1aR  ��111 (�1 � Rp) + � 1R2�22��1� 1R�2 � Rp�! :Die Na
hfrage eines zweiperiodig planenden Investors ergibt si
h in diesem Fallals Summe zweier einperiodiger Na
hfragen mit Momenten (�1;�11) bzw. dis-kontierten Momenten � 1R�2; 1R2�22� und entspre
hend skalierter RisikoaversionaR.
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heidungsproblem 603.4 Das j-periodige Ents
heidungsproblemAufbauend auf den �Uberlegungen des vorherigen Abs
hnittes wird im Folgendendie L�osung des Ents
heidungsproblems (3.10) f�ur beliebiges aber festes j > 0,d.h. f�ur einen beliebigen (endli
hen) Planungszeitraum, betra
htet. Mit dem inAbs
hnitt 2:4 bes
hriebenen Ansatz der dynamis
hen Programmierung wird da-bei das j-stu�ge Ents
heidungsproblem (3.10) in j einstu�ge Probleme zerlegt.Die Erwartungen des Investors in t = 0 bez�ugli
h der Preise p1; : : : ; pj sind an-nahmegem�a� gegeben dur
h eine multivariate Normalverteilung � 2 Prob(RKj) .Diese Verteilung wird vollst�andig bes
hrieben dur
h die zugeh�origen Verteilungs-momente (�;�) 2 RKj �MKj, die si
h aus Glei
hung (3.9) ergeben und die imRahmen des Ents
heidungsproblems als gegebene, �xe Gr�o�en betra
htet werden.Im Rahmen der rekursiven L�osung ist es analog zum vorherigen Abs
hnitt erfor-derli
h, f�ur jede Periode t = 1; � � � ; j die bedingte Verteilung der Zufallsvariablenpt gegeben eine Realisation der Preise p1; : : : ; pt�1 zu bes
hreiben. F�ur die weite-ren Betra
htungen wird f�ur t = 1; : : : ; j die Kurzs
hreibweise�t1 := 0BBB� �1...�t 1CCCA 2 RKt �t1 := 26664 �11 : : : �1t... . . . ...�t1 : : : �tt 37775 2 MKt (3.49)verwendet. Darauf aufbauend werden f�ur t = 2; � � � ; j analog zum Fall j = 2 (vgl.(3.12)) die folgenden Parameter de�niert, die si
h aus der Partitionierung derMatrix �t1 = 24 �t�11 S>tSt �tt 35 mit St := [�t;1 : : :�t;t�1℄ 2 RK�K(t�1) ergeben:Bt := St ��t�11 ��1 2 RK�K(t�1)�t := �t �Bt�t�11 2 RK ; t = 2; � � � ; j: (3.50)�t := �tt � St [�t�11 ℄�1S>t 2 MK:
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heidungsproblem 61Mit diesen De�nitionen bes
hreibt das folgende Lemma eine Faktorisierung derVerteilung � f�ur den j-periodigen Fall.Lemma 3.6 Es sei die gemeinsame Verteilung � 2 Prob(RKj) der Zufallsvaria-blen (p1; � � � ; pj) gegeben dur
h eine multivariate Normalverteilung mit den Mo-menten (�;�) 2 RKj �MKj aus (3.9). Dann gilt:(1) Die gemeinsame Verteilung � l�asst si
h zerlegen in j�1 bedingte Verteilun-gen Q(t) : RK(t�1)�B(RK) �! [0; 1℄, t = 2; � � � ; j sowie eine RandverteilungQ(1) : B(RK) �! [0; 1℄, so dass f�ur jedes E 2 B(RKj) die Zerlegung gilt:�(E) = ZRK � � �ZRK 1E(p1; � � � ; pj)Q(j)(pj�11 ; dpj) � � �Q(2)(p1; dp2)Q(1)(dp1):(2) F�ur t = 2; � � � ; j ergibt si
h die bedingte Verteilung Q(t)(pt�11 ; �) der Zufalls-variablen pt mit den Parameterde�nitionen aus (3.50) als ni
htsingul�areNormalverteilung auf RK mit bedingten Momenten (�tjt�1;�t), wobei�tjt�1 := �t +Btpt�11 : (3.51)F�ur jedes E 2 B(RK) und jedes pt�11 2 RK(t�1) gilt somitQ(t)(pt�11 ; E) = ZE f(p; �t +Btpt�11 ;�t) dp: (3.52)(3) Die Randverteilung Q(1) der Zufallsvariablen p1 ist gegeben dur
h eine Nor-malverteilung auf RK mit zugeh�origen Momenten (�1;�11) 2 RK �MK,die si
h aus (3.9) ergeben. F�ur jedes E 2 B(RK)gilt somitQ(1)(E) = ZE f(p;�1;�11) dp: (3.53)Beweis: Siehe Anhang A.5.



3.4 Das j-periodige Ents
heidungsproblem 62Insbesondere folgt mit (3.50) aus Lemma 3.3, dass die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix �t f�ur t = 2; � � � ; j eine symmetris
he, positiv de�nite K �K Matrix ist,die si
h ebenso wie die Regressionsparameter (Bt; �t) auss
hlie�li
h aus den Mo-menten (3.9) der gemeinsamen Verteilung ergibt. Weiter ist f�ur t = 2; � � � ; j derbedingte Erwartungswert �tjt�1 eine lineare Funktion der Preise p1; � � � ; pt�1.Zerlegt man f�ur jedes t = 2; � � � ; j die Regressionsmatrix Bt 2 RK�K(t�1) aus(3.50) in K �K Blo
kmatrizen, d.h.Bt = hB(t�1)t : : : B(1)t i ; B(i)t 2 RK�K; i = 1; : : : ; t� 1; (3.54)so l�asst si
h der bedingte Erwartungswert der Zufallsvariablen pt aus Glei
hung(3.51) komponentenweise s
hreiben als:�tjt�1 = �t +B(1)t pt�1 + : : :+B(t�1)t p1: (3.55)Darauf aufbauend wird f�ur die folgenden Betra
htungen die Notation�tjt�k = 8<: �t +B(k)t pt�k + : : :+B(t�1)t p1 k = 1; � � � ; t� 1�t k = t (3.56)verwendet.Mit diesen Vor�uberlegungen kann das Ents
heidungsproblem (3.10) im Folgendenmit dem in Abs
hnitt 2:4 vorgestellten rekursiven Verfahren gel�ost werden. Dazuwird das j-stu�ge Ents
heidungsproblem (3.10) in j-einstu�ge Probleme zerlegt.Beginnend mit der vorletzten Periode t = j�1 und Vj(wj; pj1) � u(wj; a) wird f�urjedes t = 1; � � � ; j � 1 ein einstu�ges Ents
heidungsproblem der folgenden Formbetra
htet:maxx;y 8>>>><>>>>:
ZRK Vt+1 �Ry + x>p; pt1; p�Q(t+1)(pt1; dp)u:d:N:y + x>pt = wt: (3.57)
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heidungsproblem 63Die Preise p1; : : : ; pt werden dabei ebenso wie das Verm�ogen wt := Ryt�1+x>t�1pt,das aus einem gegeben Portefeuille der Vorperiode resultiert, als parametris
h ge-geben unterstellt. Die bedingte Verteilung Q(t+1)(pt1; �) der Zufallsvariablen pt+1ergibt si
h in diesem Zusammenhang mit Glei
hung (3.52).Unter der Annahme, dass (3.57) f�ur jedes t eine L�osung besitzt, erh�alt man ei-ne Folge von Wertfunktionen Vt(wt; pt1), t = 1; � � � ; j, die si
h rekursiv aus derfolgenden Glei
hung (vgl. (2.13)) ergeben:Vt(wt; pt1) = maxx;y �ZRKVt+1(Ry + x>p; pt1; p) Q(t+1)(pt1; dp) ��y + x>pt = wt�: (3.58)Unter Verwendung der Wertfunktion V1(w1; p1), die si
h im letzten Rekursions-s
hritt ergibt, kann das optimale Portefeuille f�ur t = 0 analog zum Fall j = 2als L�osung eines einstu�gen Ents
heidungsproblems ermittelt werden. Dabei wirdwieder das in Abs
hnitt 2:4 bes
hriebene Optimalit�atsprinzip (vgl. (2.14))maxH2H (�z�1;p;d)�ZRKju �Wj(H; pj1)� �(dpj1)� = maxy+x>p=w�ZRKV1 �Ry + x>p; p�Q(1)(dp)�ausgenutzt.Um die optimale Portefeuilleents
heidung f�ur t = 0 mit Hilfe der rekursiv de�nier-ten Wertfunktion V1(w1; p1) zu ermitteln, ist es erforderli
h, induktiv f�ur jedenZeitpunkt t = 1; � � � ; j� 1 die zugeh�orige Wertfunktion Vt(wt; pt1) zu bes
hreiben.Das weitere Vorgehen erfolgt nun in drei S
hritten:1. Betra
htung des Ents
heidungsproblems (3.57) f�ur t = j � 1, Ermittlungder zugeh�orige Wertfunktion Vj�1(wj�1; pj�11 ).2. Betra
htung des Ents
heidungsproblems (3.57) f�ur beliebiges t, Ermittlungder Wertfunktion Vt(wt; pt1) im Rahmen eines Induktionss
hrittes.3. L�osung des Ents
heidungsproblems f�ur t = 0 unter Verwendung der Wert-funktion V1(w1; p1).
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heidungsproblem 64S
hritt 1: Ents
heidungsproblem in t = j � 1In einem ersten S
hritt wird das Ents
heidungsproblem f�ur t = j � 1, d.h. in dervorletzten Periode des Planungszeitraumes, betra
htet. Gegeben sei eine parame-tris
he Realisation der Preise p1; : : : ; pj�1 und ein Portefeuille (xj�2; yj�2) aus derVorperiode, dessen Ertrag wj�1 := Ryj�2 + x>j�2pj�1 das (ebenfalls parametris
hgegebene) Verm�ogen des Investors de�niert.In t = j � 1 reduziert si
h das Ents
heidungsproblem auf die Wahl einer er-rei
hbaren Portefeuilleents
heidung (xj�1; yj�1), die den Erwartungsnutzen desEndverm�ogens maximiert. Unter Verwendung der mit (3.52) de�nierten beding-ten Verteilung Q(j)(pj�11 ; �) der Zufallsvariablen pj mit zugeh�origer Di
htefunktionf(�; �j + Bjpj�11 ;�j) erh�alt man das Ents
heidungsproblem (3.57) f�ur t = j � 1als: maxx;y 8>>>><>>>>:
ZRK u(Ry + x>p; a) f(p; �j +Bjpj�11 ;�j) dpu:d:N:y + x>pj�1 = wj�1: (3.59)Mit (3.6) und Lemma 3.4 kann die Zielfunktion des Problems (3.59) ges
hriebenwerden alsUj�1(x; y; pj�11 ) := ZRK u(Ry + x>p; a) g(p; 
(�j); �j +Bjpj�11 ;�j) dp= u�Ry + x>(�j +Bjpj�11 )� a2 x>�j x; a� : (3.60)Das Ents
heidungsproblem (3.59) erh�alt man somit als:maxy;x 8>>><>>>: u�Ry + x>(�j +Bjpj�11 )� a2 x>�j x; a�u:d:N:y + x>pj�1 = wj�1: (3.61)
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heidungsproblem 65Die L�osung des Problems (3.61) ergibt si
h mit Lemma 3.5(1) wie folgt als Funk-tion der parametris
h �xierten Variablen wj�1 und p1; : : : ; pj�1:x?j�1(wj�1; pj�11 ) = 1a��1j ��j +Bjpj�11 � Rpj�1� (3.62)y?j�1(wj�1; pj�11 ) = wj�1 � p>j�1x?j�1(wj�1; pj�11 ) (3.63)Mit der Zerlegung (3.54) der Matrix Bj in Blo
kmatrizen B(n)j ; n = 1; � � � ; j � 1l�asst si
h die L�osungsfunktion (3.62) mit der Notation aus (3.56) s
hreiben alsx?j�1(wj�1; pj�11 ) = 1a��1j ��jjj�2 � A(1)j�1pj�1� (3.64)mit A(1)j�1 := hRIK �B(1)j i 2 RK�K: (3.65)Einsetzen der L�osungen (3.63) und (3.62) bzw. (3.64) in (3.60) liefert mit Lemma3.5(2) (setze dazu 
 = 1, � = �j, � = �jjj�1 = �j + Bjpj�11 , � = a, p = pj�1 undw = wj�1) und der Eigens
haft (E1) aus Lemma 3.1 die WertfunktionVj�1(wj�1; pj�11 ) := maxx;y nUj�1(x; y; pj�11 ) ��y + x>pj�1 = wj�1o (3.66)= u�wj�1; aR� g�Rpj�1;�jjj�1;�j�= u�wj�1; aR� g�A(1)j�1pj�1;�jjj�2;�j�:Unter der Annahme, dass die Matrix A(1)j�1 aus (3.65) invertierbar ist, ergibt si
haus (3.66) die Wertfunktion der Periode t = j � 1 mit der Eigens
haft (E3) ausLemma 3.1 als Resultat des ersten S
hrittes als:Vj�1(wj�1; pj�11 ) = u�wj�1; aR� g�pj�1;#j�1;
j�1� (3.67)mit #j�1 := A(1)�1j�1 �jjj�2
j�1 := A(1)�1j�1 �jA(1)�>j�1 :Dabei sind die Terme �jjj�2 bzw. #j�1 (lineare) Funktionen der Preise p1; : : : ; pj�2.Weiter ist die Matrix 
j�1 symmetris
h und { mit der Invertierbarkeit der MatrixA(1)j�1 { positiv de�nit.



3.4 Das j-periodige Ents
heidungsproblem 66S
hritt 2: Ents
heidungsproblem f�ur beliebiges t, Induktionss
hrittZiel des folgenden Abs
hnittes ist es, f�ur jeden Zeitpunkt t = 1; � � � ; j � 1 dieForm der zugeh�orige Wertfunktion Vt(wt; pt1) zu bes
hreiben. Um dabei si
herzu-stellen, dass die Wertfunktionen auf jeder Stufe wohlde�nierte Objekte sind, istdie folgende Invertierbarkeitsannahme erforderli
h.30Annahme 3.3 Gegeben die Regressionsparameter aus (3.50) sind auf jeder Stufet = 1; � � � ; j � 1 die MatrizenA(n)t := 8<: IK n = 0RnIK � Rn�1B(1)t+n � : : :�B(n)t+n n = 1; � � � ; j � t (3.68)f�ur jedes n = 1; � � � ; j � t ni
htsingul�ar und damit invertierbar.Aufbauend auf Annahme 3.3 werden f�ur die weiteren Betra
htungen unter Ver-wendung der Glei
hungen (3.50), (3.55), (3.56) und (3.68) f�ur t = 1; � � � ; j diefolgenden Parameter de�niert:#(n)t := A(n)�1t �t+njt�1
(n)t := A(n)�1t �t+nA(n)�>t ; n = 0; 1; � � � ; j � t (3.69)
(n)t := 
(
(0)t+n)
�hPj�(t+n)i=0 
(i)�1t+n i�1� :Man beoba
htet mit Glei
hung (3.56), dass die Terme #(n)t lineare Funktionen derPreise p1; � � � ; pt�1 sind, die Matrizen 
(n)t si
h dagegen ebenso wie die Parameter
(n)t �uber (3.50) und (3.68) auss
hlie�li
h aus der Varianz-Kovarianz-Matrix �der gemeinsamen Verteilung ergeben. Insbesondere sind die 
(n)t symmetris
he,30 Man ersieht aus Glei
hung (3.67), dass diese Annahme f�ur t = j � 1 und die Matrix A(1)j�1aus (3.65) bereits unterstellt wurde.
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heidungsproblem 67positiv de�niteK�K Matrizen und die Parameter 
(n)t strikt positive reele Zahlen.Unter Verwendung der Parameterde�nitionen (3.69) liefert der folgende Satz dieForm der mit (3.58) rekursiv de�nierten Wertfunktionen.Satz 3.2 Es sei Annahme 3.3 erf�ullt. Dann sind die mit Glei
hung (3.58) rekur-siv de�nierten Wertfunktionen Vt(wt; pt1), t = 1; � � � ; j � 1, wohlde�niert und mitden Parameterde�nitionen (3.69) von der folgenden Form:Vt(wt; pt1) = u �wt; aRj�t� g (pt; 
t; #t;
t) (3.70)mit 
t := " j�tXn=1 
(n)�1t #�1#t := 
t j�tXn=1 
(n)�1t #(n)t (3.71)
t := Qj�tn=1 g(0; 
(n)t ; #(n)t ;
(n)t )g(0;#t;
t) :Beweis: Mit Glei
hung (3.67) ist die Behauptung (3.70) f�ur t = j � 1 erf�ullt. Umdie Aussage dur
h vollst�andige Induktion zu zeigen, wird das mit (3.57) de�nier-te Ents
heidungsproblem f�ur beliebiges t 2 f1; � � � ; j � 2g unter der Annahmebetra
htet, dass die Behauptung f�ur die Wertfunktion Vt+1(wt+1; pt+11 ) erf�ullt ist.Die Induktionsannahme lautet also:Vt+1(wt+1; pt+11 ) = u �wt+1; aRj�(t+1)� g (pt+1; 
t+1; #t+1;
t+1) (3.72)mit 
t+1 = 24j�(t+1)Xn=1 
(n)�1t+1 35�1#t+1 = 
t+1 j�(t+1)Xn=1 
(n)�1t+1 #(n)t+1 (3.73)
t+1 = Qj�(t+1)n=1 g(0; 
(n)t+1; #(n)t+1;
(n)t+1)g(0;#t+1;
t+1) :
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heidungsproblem 68Zu zeigen ist nun, dass aus der Induktionsannahme (3.72) die Form (3.70) derWertfunktion Vt(wt; pt1) folgt. Dazu ermittelt man aus dem einstu�gen Ents
hei-dungsproblem (3.57) die Wertfunktion Vt(wt; pt1).Unter Verwendung der bedingten Di
hte aus (3.52) kann die Zielfunktion desEnts
heidungsproblems (3.57) ges
hrieben werden als:Ut(x; y; pt1) := ZRKVt+1(Ry + x>p; pt1; p) f(p; �t+1 +Bt+1pt1;�t+1) dp: (3.74)Setzt man wieder �t+1jt = �t+1 + Bt+1pt1, so ergibt si
h die Zielfunktion (3.74)unter der Induktionsannahme (3.72) und Ausnutzung von (3.6) wie folgt:Ut(x; y; pt1) = ZRK Iz }| {u(Ry + x>p; aRj�t�1) IIz }| {g(p; 
t+1; #t+1;
t+1)g(p; 
(�t+1); �t+1jt;�t+1)| {z }III dp: (3.75)Mit Lemma 3.1(1) k�onnen die Gauss's
hen Funktionen II und III in (3.75) wiefolgt zusammengefasst werden:g(p; 
t+1; #t+1;
t+1)| {z }II g(p; 
(�t+1); �t+1jt;�t+1)| {z }III = g(p; 
̂t+1; �t+1;�t+1) (3.76)mit �t+1 := ���1t+1 + 
�1t+1��1�t+1 := �t+1 ���1t+1�t+1jt + 
�1t+1#t+1� (3.77)
̂t+1 := g(0; 
t+1; #t+1;
t+1)g(0; 
(�t+1); �t+1jt;�t+1)g(0; �t+1;�t+1) :Dur
h Einsetzen von (3.76) in (3.75) und Anwendung von Lemma 3.4 (mit 
 =
̂t+1, � = �t+1, � = �t+1 und � = aRj�t�1) ergibt si
h die Zielfunktion (3.75) als:Ut(x; y; pt1) = ZRK u(Ry + x>p; aRj�t�1)g(p; 
̂t+1; �t+1;�t+1) dp= 
̂t+1
(�t+1)u�Ry + x>�t+1 � aRj�t�12 x>�t+1x; aRj�t�1� : (3.78)
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heidungsproblem 69Mit (3.78) erh�alt man das Ents
heidungsproblem (3.57) somit als:maxx;y 8>>>><>>>>: 
̂t+1
(�t+1)u�Ry + x>�t+1 � aRj�t�12 x>�t+1x; aRj�t�1�u:d:N:y + x>pt = wt (3.79)Aus dem Ents
heidungsproblem (3.79) ergibt si
h mit Lemma 3.5(2) (wobei 
 =
̂t+1
(�t+1) , � = �t+1, � = �t+1, � = aRj�t�1, p = pt und w = wt) die folgendeWertfunktion:Vt(wt; pt1) = maxx;y nUt(x; y; pt1)���y + x>pt = wto= u(wt; aRj�t) g(Rpt; 
̂t+1
(�t+1) ; �t+1;�t+1):F�ur die Behauptung ist nun die G�ultigkeit des folgenden Lemmas zu zeigen:Lemma 3.7 Gegeben die Parameterde�nitionen (3.69),(3.73) und (3.77) gilt derZusammenhang:g(Rpt; 
̂t+1
(�t+1) ; �t+1;�t+1) = g(pt; 
t; #t;
t): (3.80)Der Beweis von Lemma 3.7 �ndet si
h im Anhang A.6. Somit giltVt(wt; pt1) = u(wt; aRj�t) g(pt; 
t; #t;
t)und damit die Behauptung (3.70). �Die L�osbarkeit des Ents
heidungsproblems (3.10) mit dem hier verwendeten re-kursiven Verfahren erfordert also insbesondere, dass die Invertierbarkeitsbedin-gung aus Annahme 3.3 erf�ullt ist. Gegeben die risikolose Rendite R > 0 wird
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heidungsproblem 70die G�ultigkeit dieser Annahme �uber (3.50) und (3.68) auss
hlie�li
h von der Ge-stalt der Varianz-Kovarianz-Matrix � aus (3.9) bestimmt. F�ur den Spezialfall,dass die Preise zu vers
hiedenen Zeitpunkten als unkorreliert gelten, d.h. �ts = 08t; s 2 f1; � � � ; jg, t 6= s, ist die Bedingung generis
h erf�ullt, da in diesem Fallalle Regressionsmatrizen Bt in (3.50) Nullmatrizen sind und somit in (3.68) gilt:A(n)t = RnIK , n = 0; � � � ; j � t.F�ur den Fall, dass die Preise als Marko�-Prozess unterstellt werden, d.h. �ts = 0f�ur jt � sj > 1, folgt mit Glei
hung (3.50), dass B(n)t = 0 f�ur t = 1; � � � ; j � 1und n > 1. In diesem Fall vereinfa
hen si
h die Terme in Glei
hung (3.68) zuA(n)t = Rn�1 hRIK � B(1)t+ni, n = 0; � � � ; j � t und die Invertierbarkeit ist ana-log zu dem zweiperiodigen Fall erf�ullt, wenn die Regressionsmatrix B(1)t+n keinenEigenwert R besitzt. Eine �okonomis
he Interpretation der Invertierbarkeitsbe-dingungen ist zum gegenw�artigen Zeitpunkt leider ni
ht verf�ugbar, jedo
h ist einZusammenhang zu der in Abs
hnitt 2:4 formulierten Ni
htredundanzbedingungaus Annahme 2.3 (1) zu vermuten.
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heidungsproblem 71S
hritt 3: Ents
heidungsproblem in t = 0Unter Verwendung der mit (3.70) de�nierten Wertfunktion V1(w1; p1) kann dasEnts
heidungsproblem in t = 0 mit dem oben bes
hriebenen Optimalit�atsprinzipals einstu�ges Maximierungsproblem formuliert werden. Gegeben parametris
hePreise p 2 RK und ein mit Glei
hung (3.1) de�niertes Verm�ogen w 2 R lautetdas Ents
heidungsproblem unter Verwendung der Randdi
hte f( � ;�1;�11) derZufallsvariablen p1 aus (3.53):maxx;y 8>>>><>>>>:
ZRK V1 �Ry + x>p; p� f(p;�1;�11) dpu:d:Ny + x>p = w: (3.81)Die Wertfunktion V1(w1; p1) ergibt si
h dabei mit Satz 3.2 als:V1(w1; p1) = u �w1; aRj�1� g (p1; 
1; #1;
1) (3.82)mit 
1 := " j�1Xn=1 
(n)�11 #�1#1 := 
1 j�1Xn=1 
(n)�11 #(n)1 (3.83)
1 := Qj�1n=1 g(0; 
(n)1 ; #(n)1 ;
(n)1 )g(0;#1;
1) :Das weitere Vorgehen ist nun vollkommen analog zu S
hritt 2 in Abs
hnitt 3:3.Mit (3.82) und (3.6) l�asst si
h die Zielfunktion in (3.81) s
hreiben als:U0(x; y) := ZRK V1 �Ry + x>p; p� f(p;�1;�11) dpZRKu(Ry + x>p; aRj�1)| {z }I g(p; 
1; #1;
1)| {z }II g(p; 
(�11); �1;�11)| {z }III dp (3.84)
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heidungsproblem 72Unter Anwendung von Lemma 3.1(1) l�asst si
h das Produkt der Gauss's
henFunktionen II und III in (3.84) wie folgt zusammenfassen:g(p; 
1; #1;
1)| {z }II g(p; 
(�11); �1;�11)| {z }III = g(p; 
̂1; �1;�1): (3.85)Dabei ergibt si
h die Matrix �1 mit Lemma 3.1(1) und den Glei
hungen (3.69)und (3.83) als�1 := ���111 + 
�11 ��1 (3.86)= h��111 + A(1)>1 ��12 A(1)1 + � � �+ A(j�1)>1 ��1j A(j�1)1 i�1 2 MKund der Vektor �1 mit den Glei
hungen (3.56), (3.69) und (3.83) als�1 := �1 ���111 �1 + 
�11 #1� (3.87)= �1 h��111 �1 + A(1)>1 ��12 �1 + � � �+ A(j�1)>1 ��1j �ji 2 RK :Weiter gilt mit Lemma 3.1(1) f�ur die Konstante 
̂1 in (3.85):
̂1 := g(0; 
1; #1;
1) g(0; 
(�11); �1;�11)g(0; �1;�1) > 0: (3.88)Einsetzen von (3.85) in (3.84) und Anwendung von Lemma 3.4 liefert:U0(x; y) = ZRK u(Ry + x>p; aRj�1) g(p; 
̂1; �1;�1) dp (3.89)= 
̂1
(�1) u�Ry + x>�1 � aRj�12 x>�1 x; aRj�1� :Das Ents
heidungsproblem (3.81) kann somit wie folgt ges
hrieben werden:maxy;x 8>>>><>>>>: 
̂1
(�1) u�Ry + x>�1 � aRj�12 x>�1 x; aRj�1�u:d:N:y + x>p = w: (3.90)
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heidungsproblem 73F�ur gegebene Erwartungsparameter (�;�) und feste Preise p 2 RK ergibt si
hdie L�osung des j-periodigen Ents
heidungsproblems (3.90) mit Lemma 3.5(1) als:x?0 = 1aRj�1��11 (�1 � Rp) (3.91)y?0 = w � p>x?0:Man beoba
htet in diesem Zusammenhang, dass die mit (3.86) de�nierte K�K-Matrix �1 als Inverse einer Summe positiv de�niter, symmetris
her Matrizenebenfalls symmetris
h und positiv de�nit und damit insbesondere invertierbarist. Dabei wird �1 �uber (3.50) und (3.68) auss
hlie�li
h von den Eintr�agen derVarianz-Kovarianz-Matrix � aus (3.9) sowie der risikolosen Rendite R bestimmt.Weiter wird der Vektor �1 aus (3.87) �uber (3.50), (3.68) und (3.86) sowohl vondem subjektiven Erwartungswert � als au
h von der Varianz-Kovarianz-Matrix �aus (3.9) bestimmt. Insbesondere l�asst si
h dur
h Einsetzen von (3.50) in (3.87)zeigen, dass �1 linear von den Erwartungswerten �1; � � � ; �j aus (3.9) abh�angt.Im Rahmen der rekursiven L�osung des Ents
heidungsproblems wurde die Er-wartungsparameter (�;�) aus (3.9) bislang als gegebene �xe Gr�o�en betra
htet.Dabei wurde unterstellt, dass die Eintr�age der Varianz-Kovarianz-Matrix � sobes
ha�en sind, dass die Invertierbarkeit der Matrizen A(n)t aus Annahme 3.3 f�urjedes t und n = 1; � � � ; j � t erf�ullt ist.Um si
herzustellen, dass die L�osung (3.91) f�ur alternative Erwartungen (�;�) 2RKj �MKj wohlde�niert ist, muss die Menge der zul�assigen Varianz-Kovarianz-Matrizen somit auf sol
he einges
hr�ankt werden, die die Invertierbarkeitsbedin-gung aus Annahme 3.3 erf�ullen. Dazu bezei
hne im Folgenden M(R)Kj �MKj dieMenge aller geeigneten Varianz-Kovarianz-Matrizen, die diese Bedingung erf�ullen.3131 Man bea
hte, dass die Menge M(R)Kj insbesondere die (Blo
k-) Diagonalmatrizen der Form� = diag(�11; � � � ;�jj) (vgl. S. 61) enth�alt und damit ni
htleer ist.



3.4 Das j-periodige Ents
heidungsproblem 74Mit dieser Eins
hr�ankung kann das f�ur den Spezialfall j = 2 g�ultige Resultat ausSatz 3.1 auf einen beliebigen, endli
hen Planungshorizont �ubertragen werden. Derfolgende Satz bes
hreibt somit das Hauptresultat dieses Kapitels.Satz 3.1 Es seien die Annahmen 3.1 und 3.2 bez�ugli
h Erwartungen und Pr�afe-renzen erf�ullt und der Planungshorizont j > 0 sei beliebig aber fest. Dann l�asstsi
h die Na
hfrage des Investors na
h riskanten Wertpapieren in t = 0 wie folgtals Funktion seiner Erwartungen (�;�) 2 RKj�M(R)Kj aus (3.9) sowie der Preisep 2 RK s
hreiben:' : RK �RKj �M(R)Kj �! RK (3.92)'(p; �;�) := 1aRj�1 [� (�)℄�1 (� (�;�)�Rp) :Hierbei bezei
hnen� :M(R)Kj �!MK; � 7�! �(�) (3.93)und � : RKj �M(R)Kj �! RK; (�;�) 7�! �(�;�) (3.94)stetige Abbildungen, die si
h unter Verwendung der Parameter aus den Glei
hun-gen (3.68) und (3.50) wie folgt ergeben:�(�) := h��111 + A(1)>1 ��12 A(1)1 + � � �+ A(j�1)>1 ��1j A(j�1)1 i�1 (3.95)� (�;�) := �(�) h��111 �1 + A(1)>1 ��12 �1 + � � �+ A(j�1)>1 ��1j �ji : (3.96)



3.4 Das j-periodige Ents
heidungsproblem 75Im Rahmen der bisherigen Betra
htungen war der Ents
heidungshorizont j ei-ne beliebig gew�ahlte, jedo
h �xe Gr�o�e. Um im Folgenden alternative Planungs-zeitr�aume zu betra
hten, werden die Abbildungen '(�);�(�); �(�) aus (3.92), (3.93)und (3.94) mit dem entspre
henden Planungshorizont j indiziert. Die Na
hfrageeines j-periodig planenden Investors mit entspre
henden Erwartungsparametern(�;�) 2 RKj �MKj wird somit ges
hrieben als Abbildung'(j) : RK �RKj �M(R)Kj �! RK (3.97)'(j)(p; �;�) := 1aRj�1 ��(j) (�)��1 ��(j) (�;�)� Rp� :Hierbei ergeben si
h die Abbildungen �(j)(�), �(j)(�) f�ur beliebiges, endli
hes j > 0mit den Glei
hungen (3.95) und (3.96). Insbesondere gilt f�ur j = 1 �(1)(�) = �und �(1)(�;�) = �. F�ur einen einperiodig planenden Investor ergibt si
h unterden Annahmen 3.1 und 3.2 bez�ugli
h Erwartungen und Pr�aferenzen somit dieherk�ommli
he CAPM-Na
hfrage (vgl. B�ohm & Chiarella (2000)).Das zentrale Resultat dieses Kapitels lautet mit Satz 3.1 somit, dass die Na
h-frage eines j-periodig planenden Investors unter den gema
hten Annahmen dereines myopis
h handelnden Investors entspri
ht, dessen Risikoaversion gegeben istdur
h aRj�1 > 0 und dessen Erwartungen bez�ugli
h der Preise p1 der Folgeperi-ode gegeben sind dur
h die Momente E [p1℄ = �(j) (�;�) und V [p1℄ = �(j) (�).Somit kann das Na
hfrageverhalten eines mehrperiodig planenden Investors in-nerhalb des hier vorgestellten CAPM-Rahmens immer dur
h einen einperiodigplanenden Investor mit geeigneten Erwartungen und Pr�aferenzen dargestellt wer-den.



3.5 Zusammenfassung 763.5 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde das mehrperiodige Portefeuille-Ents
heidungsproblemunter den Annahmen des CAPM untersu
ht. Es wurde gezeigt, dass das Ent-s
heidungsproblem bei einem beliebigen endli
hen Planungszeitraum { unter ein-s
hr�ankenden Annahmen bzgl. der subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen { zueiner explizit de�nierten Na
hfragefunktion na
h Wertpapieren f�uhrt. Diese ent-spri
ht unter den gema
hten Annahmen strukturell der Na
hfrage eines myopis
hhandelnden Investors. Somit kann das Na
hfrageverhalten eines mehrperiodig pla-nenden Investors innerhalb des hier vorgestellten CAPM-Rahmens immer dur
heinen einperiodig planenden Investor mit geeigneten Erwartungen und Pr�aferen-zen dargestellt werden.



4 Preisdynamik imMehrperiodi-gen CAPM
4.1 Preisbildung im CAPMAufbauend auf den Resultaten des vorherigen Kapitels wird im Folgenden diePreisbildung und -dynamik im mehrperiodigen CAPM untersu
ht. Dazu wird dasmehrperiodige Portefeuilleents
heidungsproblem, das im vorangegangenen Kapi-tel unter den Annahmen des CAPM betra
htet wurde, in den sequentiellen Mo-dellrahmen aus Kapitel 2 eingebettet. Unter Verwendung der individuellen Na
h-fragen na
h Wertpapieren wird zun�a
hst das �okonomis
he Preisbildungsgesetzexplizit hergeleitet. Ans
hlie�end wird die Dynamik der Preise bei homogenenunverzerrten Erwartungen der Investoren theoretis
h und mit Hilfe numeris
herSimulationen untersu
ht. Alle Annahmen des vorherigen Kapitels behalten, so-weit ni
hts Gegenteiliges gesagt wird, ihre G�ultigkeit.Es bezei
hne I wieder die Menge der handelnden Investoren, die auf dem Marktagieren, so dass in jeder Periode t 2 N das Tupel (i; j) 2 I einen Investor vom Typi 2 f1; � � � ; Ig kennzei
hnet, der am Ende der Periode t + j den Markt verl�asstund somit ein j-periodiges Ents
heidungsproblem der Form (3.10) l�ost. Zu Be-ginn der betra
hteten Periode bildet jeder Investor (i; j) 2 I Erwartungen in Formeiner subjektiven Wahrs
heinli
hkeitsverteilung �(ij)t 2 Prob(RKj) der ents
hei-dungsrelevanten Preise (pt+1; � � � ; pt+j). Diese Verteilung wird mit Annahme 3.1



4.1 Preisbildung im CAPM 78vollst�andig dur
h die zugeh�origen Momente �(ij)t 2 RKj und �(ij)t 2 M(R)Kj �MKjbes
hrieben. Insbesondere wird also die Menge der zul�assigen Varianz-Kovarianz-Matrizen aller Investoren auf sol
he bes
hr�ankt, die die Invertierbarkeitsbedin-gung aus Annahme 3.3 erf�ullen. Dies ist mit den Resultaten des vorherigen Ab-s
hnittes erforderli
h, um si
herzustellen, dass das mehrperiodige Ents
heidungs-problem (3.10) zu einer wohlde�nierten Na
hfragefunktion f�uhrt.Es seien f�ur jeden Investor (i; j) 2 I die Annahmen 3.1 und 3.2 erf�ullt und diesubjektiven Momente (�(ij)t ;�(ij)t ) 2 RKj �M(R)Kj gegeben. Dann existieren na
hSatz 3.1 f�ur j = 1; � � � ; J stetige Abbildungen�(j) :M(R)Kj �!MK; �(ij)t 7�! �(j) ��(ij)t � = �(ij)t (4.1)und �(j) : RKj �M(R)Kj �! RK; (�(ij)t ;�(ij)t ) 7�! �(j)(�(ij)t ;�(ij)t ) = �(ij)t ; (4.2)so dass si
h die Aktienna
hfrage des Investors (i; j) 2 I in Periode t als Funktionseiner Erwartungen sowie der parametris
h gegebenen Preise p 2 RK s
hreibenl�asst als (vgl. (3.97))'(ij)(p; �(ij)t ;�(ij)t ) = 1a(i)Rj�1 h�(j) ��(ij)t �i�1 ��(j)(�(ij)t ;�(ij)t )� Rp�= 1a(ij)�(ij)�1t (�(ij)t �Rp): (4.3)Dabei wird a(ij) := Rj�1a(i) > 0 gesetzt, wobei a(i) > 0 die Risikoaversion derInvestoren vom Typ i bezei
hnet.Die explizite Form der Abbildungen �(j)(�) und �(j)(�) ergibt si
h dabei f�urj = 1; � � � ; J mit den Glei
hungen (3.95) und (3.96). Insbesondere gilt f�ur j = 1



4.1 Preisbildung im CAPM 79�(1)(�;�) = � und �(1)(�) = �, so dass die Na
hfrage eines einperiodig pla-nenden Investors (i; 1) 2 I der herk�ommli
hen CAPM-Na
hfrage entspri
ht (vgl.B�ohm & Chiarella (2000)).Aus den individuellen Na
hfragenfunktionen (4.3) ergibt si
h die aggregierte Na
h-frage na
h Aktien in Periode t als Funktion der Erwartungen aller Investorensowie der Preise p 2 RK als�(p; (�(ij)t ;�(ij)t )(i;j)2I) := X(i;j)2I'(ij)(p; �(ij)t ;�(ij)t ) (4.4)= X(i;j)2I 1a(ij)�(ij)�1t (�(ij)t � Rp):Es bezei
hne der Vektor �x 2 RK++ analog zu Abs
hnitt 2:5 wieder den konstantenGesamtbestand an Aktien im Markt und �t 2 RK die (sto
hastis
he) Na
hfrageder Noise-Traders zum Zeitpunkt t. Setzt man32�t := h X(i;j)2I 1a(ij)�(ij)�1t i�1 (4.5)�(ij)t := h�(ij)t ��1t i�1 (4.6)so erh�alt man aus der Marktr�aumungsbedingung (vgl. Abs
hnitt 2.5)�(pt; (�(ij)t ;�(ij)t )(i;j)2I)� (�x� �t) != 0das Preisgesetz im mehrperiodigen CAPM explizit als AbbildungS : � JYj=1RKj�I � � JYj=1M(R)Kj �I �RK �! RK (4.7)pt = S�(�(ij)t ;�(ij)t )(i;j)2I; �t� := 1R� X(i;j)2I 1a(ij)�(ij)t �(ij)t � �t (�x� �t)�:32 Man bea
hte, dass die Matrizen �(ij)t und damit au
h die Summe ihrer Inversen alle positivde�nit sind, sodass �t und damit au
h �(ij)t wohlde�niert sind.



4.1 Preisbildung im CAPM 80Die Abbildung S in (4.7) de�niert wieder ein �okonomis
hes Gesetz im Sinne vonB�ohm & Wenzelburger (1999), das die Preise als Funktion der Erwartungen allerInvestoren sowie einer exogenen sto
hastis
hen St�orung bestimmt. Damit ist dieAbbildung S vom Cobweb-Typ, da sie nur Preiserwartungen, ni
ht aber die Preiseselbst als Argumente enth�alt. Weiter beziehen si
h diese Erwartungen ni
ht aufdie aktuelle, sondern auf die zuk�unftigen Perioden t + 1; � � � ; t + J , so dass dasGesetz einen sogenannten Erwartungslead (engl.: expe
tational lead) hat.Man erkennt aus (4.7), dass si
h die Unsi
herheit in den Preisen zu Beginn einerbeliebigen Periode t f�ur gegebene Erwartungen (�(ij)t ;�(ij)t )(i;j)2I auss
hlie�li
hdur
h die Sto
hastik der Na
hfrage �t der Noise-Traders ergibt. F�ur den Fall,dass die Erwartungen und damit au
h die Parameter aus (4.1) und (4.2) �uberdie Zeit konstant sind, ergibt si
h der Preisprozess fptgt2N �uber (4.7) als aÆn-lineare Transformation des Transaktionsprozesses f�tgt2N der Noise-Traders. Diequalitativen Eigens
haften dieses Prozesses �ubertragen si
h in diesem Fall un-mittelbar auf den Preisprozess. Falls die Erwartungen allerdings ni
ht konstantsind, ergibt si
h dur
h die Aufdatierung der subjektiven Erwartungen ein zus�atz-li
her sto
hastis
her Ein
uss, der die Eigens
haften des Preisprozesses beein
usst.Aus der sequentiellen Struktur des Modells folgt, dass die Investoren in t ihreErwartungen zu Beginn der Periode und damit aufbauend auf Beoba
htungenvon Preisen und Noise-Trader-Transaktionen bis zum Ende der Vorperiode t� 1bilden. Bezogen auf die Filtration fFtgt2N aus Annahme 2.5 bedeutet dies, dassdie Erwartungsmomente (�(ij)t ;�(ij)t ) und damit au
h die �uber (4.1) und (4.2)de�nierten Parameter (�(ij)t ;�(ij)t ) Funktionen von h�o
hstens Ft�1-messbaren Zu-fallsvariablen und damit selbst Ft�1-messbar sind.Bezei
hnet man f�ur jedes t 2 N mit Et [�℄ := E [�jFt℄ den auf Ft bedingten Er-wartungswert, so erh�alt man aus Glei
hung (4.7) den bedingten Erwartungswert



4.1 Preisbildung im CAPM 81der Preise pt alsEt�1hpti = 1R� X(i;j)2I 1a(ij)�(ij)t �(ij)t � �t�x� + 1R�t Et�1h�ti: (4.8)Weiter ergibt si
h aus (4.7) die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix der Preise mitder Symmetrie der Matrix �t aus (4.5) als:Vt�1hpti := Et�1h(pt �Et�1[pt℄) (pt � Et�1[pt℄)>i (4.9)= 1R2�t Vt�1 [�t℄ �t:Man erkennt aus (4.9), dass die bedingte Varianz der Preise von der bedingtenVarianz der St�orung �t und der Matrix �t und damit insbesondere von den sub-jektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen aller Marktteilnehmer bestimmt wird. Dermit (4.8) de�nierte bedingte Erwartungswert der Preise wird neben der beding-ten Erwartung der St�orung �t sowohl von den subjektiven Erwartungswerten alsau
h von den Varianz-Kovarianz-Matrizen der Investoren bestimmt.Zusammenfassend l�asst si
h festhalten, dass die Form des Preisgesetzes im mehr-periodigen CAPM eine identis
he Form aufweist wie im Fall mit einperiodig pla-nenden Investoren und heterogenen Erwartungen (Wenzelburger (2001a)). Diesist eine unmittelbare Konsequenz des Resultates aus dem vorherigen Kapitel,das besagt, dass unter den gema
hten Annahmen die Na
hfrage eines mehrperi-odig planenden Investors strukturell der eines myopis
h handelnden Investors ent-spri
ht. Im vorliegenden Fall wird die Heterogenit�at der Investoren neben m�ogli-
herweise unters
hiedli
hen Erwartungen zus�atzli
h dur
h die unters
hiedli
henPlanungshorizonte der Generationen erzeugt.



4.1 Preisbildung im CAPM 82Wie bereits in Abs
hnitt 2:5 gezeigt wurde, wird die Dynamik der Preise ents
hei-dend davon bestimmt, wie die Investoren ihre Erwartungen �uber die Zeit aufda-tieren. Da die subjektive Verteilung �(ij)t 2 Prob(RKj) des Investors (i; j) 2 I zumZeitpunkt t gem�a� Annahme 3.1 aus einer Klasse gew�ahlt wird, die vollst�andigdur
h die zugeh�origen Momente (�(ij)t ;�(ij)t ) 2 RKj �M(R)Kj bes
hrieben wird, isteine Aufdatierung der subjektiven Verteilung im vorliegenden Fall �aquivalent zueiner Aufdatierung der Verteilungsmomente.Analog zu Abs
hnitt 2.5 wird die Erwartungsbildung zun�a
hst f�ur die junge Ge-neration formalisiert. Betra
htet wird ein junger Investor (i; J) 2 I, der zu Be-ginn einer beliebigen Periode t 2 N die Momente seiner subjektiven Verteilung(�(iJ)t ;�(iJ)t ) 2 RKj�M(R)Kj auf Basis der zur Verf�ugung stehenden Informationenfestlegt. Dabei wird analog zu den Ausf�uhrungen in Abs
hnitt 2.5 unterstellt,dass die Informationsmenge des Investors zum Zeitpunkt t neben vergangenenPreisen p� und Noise-Trader-Transaktionen �� , � < t, au
h die Verteilung �(iJ)t�1seines Vorg�angers, d.h. des in t� 1 jungen Investors vom glei
hen Typ i, enth�alt.Insbesondere kennt der Investor zum Zeitpunkt t damit den Erwartungswert �(iJ)t�1seines Vorg�angers.Zu Beginn der betra
hteten Periode t hat der Investor nun eine weitere Realisationvon Preisen pt�1 und Noise-Traders-Portefeuilles �t�1 beoba
htet. Eine Prognose-regel f�ur den subjektiven Erwartungswert eines jungen Investors (i; J) 2 I kannsomit als Abbildung (iJ) : RKJ �RK �RK �! RKJ (4.10) (iJ)(�(iJ)t�1 ; pt�1; �t�1) = �(iJ)tde�niert werden, die den Erwartungswert �(iJ)t�1 seines Vorg�angers in Abh�angigkeitvon den zus�atzli
hen Beoba
htungen (pt�1; �t�1) zu �(iJ)t aufdatiert.Eine Prognoseregel f�ur zweite Momente, die die subjektive Varianz-Kovarianz-



4.1 Preisbildung im CAPM 83Matrix �(iJ)t aufdatiert, kann im Prinzip analog de�niert werden (vgl. Wenzel-burger (2001a)). Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll si
h die Betra
htungjedo
h auf die Aufdatierung der Erwartungswerte bes
hr�anken. Damit wird diefolgende Annahme gema
ht:Annahme 4.1 Die subjektiven Varianz-Kovarianz-Eins
h�atzungen der jungenInvestoren bez�ugli
h der Preise pt+1; : : : ; pt+J sind �uber die Zeit konstant, d.h.in jeder Periode t 2 N gilt:�(iJ)t = �(iJ) 2 M(R)KJ ; i = 1; : : : ; I: (4.11)Man bea
hte, dass die Varianz-Kovarianz-Matrix �(iJ) eines jungen Investors(i; J) weiterhin von seinem Typ i abh�angen kann. Insbesondere m�ussen die Varianz-Kovarianz-Eins
h�atzungen der jungen Investoren also ni
ht identis
h sein.Gem�a� Annahme 2.6 werden die Erwartungen der Investoren in jeder Periodet 2 N vollst�andig dur
h die Erwartungen der jeweils jungen Generation unddamit dur
h die Momente (�(iJ)t ;�(iJ)), i = 1; : : : ; I, bes
hrieben. Die Verteilung�(ij)t eines ni
ht-jungen Investors (i; j) 2 I, j < J , ergibt si
h gem�a� Annahme2.6 aus den Erwartungen �(iJ)t des jungen Investors als Bildverteilung unter derProjektionsabbildung �1;j : RKJ �! RKj, die dur
h die Projektionsmatrix
�1;j := 26666664 IK 0 � � � 0 0 � � � 00 IK � � � 0 0 � � � 0... ... . . . ... ... . . . ...0 0 � � � IK 0 � � � 0

37777775 2 RKj�KJ; j = 1; : : : ; J � 1 (4.12)
de�niert wird. Diese Annahme impliziert, dass ein ni
ht-junger Investor (i; j) 2 I,j < J , in Periode t eine identis
he Verteilung der Preise pt+1; : : : ; pt+j unterstellt



4.1 Preisbildung im CAPM 84wie der junge Investor (i; J) 2 I vom glei
hen Typ i. Die Momente seiner Vertei-lung ergeben si
h somit aus den Momenten des jungen Investors als�(ij)t = �1;j�(iJ)t (4.13)�(ij) = �1;j�(iJ)�>1;j:Aus Annahme 4.1 und (4.13) folgt damit, dass die subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen aller Investoren �uber die Zeit konstant sind. F�ur die Prognoseregeleines ni
ht-jungen Investors (i; j) 2 I, j < J , kann analog zu Abs
hnitt 2:5 undGlei
hung (2.33) unter Verwendung von Glei
hung (4.13) (ij) := �1;j Æ  (iJ); j = 1; � � � ; J � 1 (4.14)gesetzt werden.De�niert man  := ( (ij))(i;j)2I als die Liste der Prognoseregeln aller Investoren,so erh�alt man mit (4.7) das folgende zuf�allige dynamis
he System (vgl. B�ohm& Chiarella (2000), S. 13), das die Entwi
klung der Preise und Erwartungen immehrperiodigen CAPM bei konstanten Varianz-Kovarianz-Matrizen aller Investo-ren bes
hreibt:338<: (�(ij)t )(i;j)2I =  �(�(ij)t�1)(i;j)2I; pt�1; �t�1�pt = S � �(�(ij)t�1)(i;j)2I; pt�1; �t�1� ; �t� : (4.15)Die Dynamik wird dabei im Wesentli
hen wieder dur
h die Interaktion zwis
henden individuell verwendeten Prognoseregeln  und dem �okonomis
hen Preisbil-dungsgesetz S generiert. F�ur den Fall, dass die Prognosebildung aller Investorunabh�angig von vergangenen Preisen erfolgt, verl�auft der Prozess der individu-ellen Erwartungen unabh�angig von dem Preisprozess. Die Preise ergeben si
h in33 Im Rahmen eines kleinen notationellen Missbrau
hs wurde dabei die Liste der subjektivenVarianz-Kovarianz-Matrizen als Argument der Abbildung S verna
hl�assigt, da diese gem�a�Annahme 4.1 �uber die Zeit konstant sind.



4.1 Preisbildung im CAPM 85diesem Fall mit Glei
hung (4.7) in jeder Periode aus den Erwartungen der Inve-storen und der Na
hfrage �t der Noise-Traders.Im Gegensatz zu der allgemeinen Form (2.34) entwi
keln si
h Preise und Er-wartungen im vorliegenden Fall unabh�angig von den Portefeuille-Allokationen�t = (x(ij)t ; y(ij)t )(i;j)2I unter den Investoren. Dies ergibt si
h als unmittelbare Kon-sequenz aus der Form der individuellen Na
hfragen (4.3), die unabh�angig von demjeweiligen Verm�ogen der Investoren sind.Das na
h dem Handel in Periode t gehaltene Portefeuille des Investors (i; j) 2 Ierh�alt man mit (4.3) na
h der Realisation der Preise pt als:x(ij)t = '(ij)(pt; �(ij)t ;�(ij)) (4.16)y(ij)t = 8<: e(i) � p>t x(ij)t j = JRy(i;j+1)t�1 + p>t (x(i;j+1)t�1 � x(ij)t ) j = 1; � � � ; J � 1:Hierbei bezei
hnet x(ij)t 2 RK wieder das Aktienportefeuille des Investors undy(ij)t 2 R seine Investition in die si
here Anlage.F�ur die folgenden Betra
htungen soll der Spezialfall homogener Erwartungen un-terstellt werden. Dies bedeutet, dass die Erwartungen (�(ij)t ;�(ij)) eines beliebi-gen Investors (i; j) 2 I unabh�angig von seinem Typ i sind und nur von seinerLebenserwartung j bestimmt werden. Insbesondere halten damit alle Investoreninnerhalb einer Generation identis
he Erwartungen, so dass die subjektiven Ver-teilungsmomente im Weiteren nur no
h mit dem Generationsindex j = 1; : : : ; Jindiziert werden. Da si
h die Erwartungen der Investoren in jeder Periode mit(4.13) aus den Erwartungen der jeweils jungen Generation ergeben, ist die fol-gende Annahme ausrei
hend:Annahme 4.2 In jeder Periode t 2 N halten die Investoren der jungen Genera-tion j = J identis
he Erwartungen bzgl. der Preise pt+1; : : : ; pt+J . Diese werden



4.1 Preisbildung im CAPM 86im folgenden f�ur jedes t ges
hrieben als�(J)t := 0BBB� �t;t+1...�t;t+J 1CCCA 2 RKJ ; �(J) := 26664 �11 : : : �1J... . . . ...�J1 : : : �JJ 37775 2 M(R)KJ : (4.17)Mit dieser Notation bes
hreibt �t;t+n 2 RK den gemeinsamen Erwartungswertder jungen Investoren in Periode t bez�ugli
h der Preise pt+n, n = 1; � � � ; J . Weiterde�niert �nm 2 RK�K ihre (gem�a� Annahme 4.1 konstante) Varianz-Kovarianz-Eins
h�atzung zwis
hen den Preise pt+n; pt+m, n;m = 1; � � � ; J .Mit Glei
hung (4.13) ergeben si
h die gemeinsamen Erwartungen der Investorenaus Generation j = 1; : : : ; J � 1 f�ur jedes t 2 N aus den Erwartungen (4.17) derjungen Investoren als:�(j)t := 0BBB� �t;t+1...�t;t+j 1CCCA 2 RKj; �(j) := 26664 �11 : : : �1j... . . . ...�j1 : : : �jj 37775 2 M(R)Kj : (4.18)Da Annahme 4.2 f�ur alle t 2 N gilt, folgt mit (4.10) und (4.14) insbesondere,dass alle Mitglieder einer Generation die glei
he Vorhersageregel verwenden, d.h.es gilt  (ij) =  (j) f�ur alle i = 1; � � � ; I.Gegeben die Annahme homogener Erwartungen und konstanter zweiter Momentegilt f�ur die Parameter aus (4.1) und (4.2), die die Na
hfrage des Investors (i; j) 2 Iin Periode t de�nieren:�(ij)t = �(j) := �(j) ��(j)��(ij)t = �(j)t := �(j) ��(j)t ;�(j)� ; i = 1; : : : ; I: (4.19)Die Matrizen �(ij)t 2 MK sind somit als Funktionen der konstanten Varianz-Kovarianz-Eins
h�atzungen ebenfalls �uber die Zeit konstant und identis
h f�ur alle



4.1 Preisbildung im CAPM 87Investoren innerhalb einer Generation j = 1; � � � ; J . Weiter ist der Parameter�(ij)t 2 RK in jeder Periode t identis
h f�ur alle Investoren innerhalb einer Gene-ration und wird daher im Folgenden als �(j)t ges
hrieben.Aus den Glei
hungen (4.5) und (4.6) folgt mit (4.19) f�ur den Fall homogenerErwartungen und konstanter zweiter Momente f�ur jedes t 2 N�t = � := h X(i;j)2I 1a(ij)�(j)�1i�1�(ij)t = �(j) := ��(j) ��1��1 ; j = 1; � � � ; J: (4.20)Setzt man � := � 1a(1) + � � �+ 1a(I) � > 0 als Summe der inversen individuellen Risi-koaversionen, der sogenannten aggregierten Risikotoleranz, so vereinfa
ht si
h dasPreisgesetz (4.7) f�ur den Fall homogener Erwartungen und konstanter Varianz-Kovarianz-Matrizen zu:pt = S �(�(j)t )Jj=1; �t� := 1R� X(i;j)2I 1a(ij)�(j)�(j)t � � (�x� �t)� (4.21)= � JXj=1 1Rj�(j)�(j)t � 1R� (�x� �t) :Die Abh�angigkeit der Preise von den Erwartungswerten �(j)t der Generationenj = 1; : : : ; J ergibt si
h dabei auss
hliessli
h �uber die Terme �(j)t = �(j)(�(j)t ;�(j))aus (4.19).Mit Glei
hung (4.3) folgt, dass f�ur den vorliegenden Fall homogener Erwartungendie Aktienna
hfragefunktion zweier Investoren (i; j); (i0; j) 2 I unters
hiedli
henTyps i 6= i0, die der glei
hen Generation angeh�oren, si
h nur dur
h m�ogli
herweiseunters
hiedli
he Risikoaversionen unters
heiden kann, d.h. es gilt'(ij)(p; �(j)t ;�(j)) = 1a(i)Rj�1�(j)�1(�(j)t �Rp) (4.22)= �'(i0j)(p; �(j)t ;�(j))



4.1 Preisbildung im CAPM 88mit � := a(i0)a(i) > 0. Die Annahme homogener Erwartungen impliziert somit imvorliegenden Fall, dass alle Investoren innerhalb einer Generation na
h dem Han-del in Periode t ein strukturell identis
hes Portefeuille halten, bei dem die Aktiender K Firmen in einem identis
hen Verh�altnis zueinander stehen.Bezei
hnet man unter Verwendung von (4.16) f�ur j = 1; � � � ; J mitx(j)t := IXi=1 '(ij)(pt; �(j)t ;�(j)) (4.23)= �Rj�1�(j)�1(�(j)t � Rpt)das aggregierte Aktien-Portefeuille, das die Investoren der Generation j na
h demHandel in Periode t halten, so erh�alt man aus (4.22) das folgende Lemma:Lemma 4.1 Es sei die Annahme 4.2 homogener Erwartungen erf�ullt. Dann er-gibt si
h in jeder Periode t 2 N das Aktienportefeuille eines Investors vom Typi als konstanter Anteil �(i) := 1a(i)� 2℄0; 1[ am mit (4.23) de�nierten Portefeuilleseiner Generation, d.h.x(ij)t = �(i)x(j)t : (4.24)Dieser Anteil wird dur
h seine individuelle Risikotoleranz �(i) := 1a(i) relativ zuder aggregierten Risikotoleranz � bestimmt.Dagegen werden die Na
hfragefunktionen (4.3) zweier Investoren vom glei
henTyp, die vers
hiedenen Generationen angeh�oren, au
h im vorliegenden Fall inder Regel strukturell unters
hiedli
he Portefeuilles induzieren. Die mehrperiodigeOLG-Struktur des Modells f�uhrt somit trotz homogener Erwartungen zu einerheterogenen Portefeuillestruktur, die allein auf die unters
hiedli
hen Planungsho-rizonte der Generationen zur�u
kzuf�uhren ist.



4.2 Homogene Unverzerrte Erwartungen 894.2 Homogene Unverzerrte ErwartungenIm Folgenden wird unter den Annahmen 4.1 und 4.2 konstanter Varianz-Kovarianz-Matrizen und homogener Erwartungen innerhalb der Generationen die Existenzeiner Prognoseregel der Form (4.10) untersu
ht, die unverzerrte Erwartungen ge-neriert. Dies bedeutet, dass in jeder Periode die subjektiven Erwartungswerte derInvestoren �uber zuk�unftige Preise mit dem wahren bedingten Moment aus (4.8)�ubereinstimmen, so dass der bedingte Erwartungsfehler glei
h Null ist. Bei derfolgenden Untersu
hung der Existenz und Form einer sol
hen Prognoseregel wirdauss
hlie�li
h der Fall J = 2 betra
htet, d.h. die Generationen bestehen aus In-vestoren, die f�ur drei aufeinander folgende Perioden auf dem Markt handeln.Mit den Ausf�uhrungen des vorherigen Abs
hnittes werden die Erwartungen derInvestoren in jeder Periode vollst�andig dur
h die Verteilungsmomente der jungenGeneration j = 2 bes
hrieben, die si
h aus Glei
hung (4.17) f�ur jedes t 2 Nergeben als:�(2)t = 0� �t;t+1�t;t+2 1A 2 R2K ; �(2) = 24 �11 �12�21 �22 35 2 M(R)2K : (4.25)Die ni
ht-junge Generation j = 1 unterstellt annahmegem�a� eine identis
he Ver-teilung bzgl. der Preise pt+1 wie die jungen Investoren. Die Erwartungen dieserInvestoren ergeben si
h mit Glei
hung (4.12) und (4.13) f�ur jedes t 2 N als�(1)t = h IK 0 i0� �t;t+1�t;t+2 1A = �t;t+1 (4.26)�(1) = h IK 0 i 24 �11 �12�21 �22 3524 IK0 35 = �11:



4.2 Homogene Unverzerrte Erwartungen 90Die Erwartungswerte �(j)t 2 RKj, j = 1; 2, werden im Weiteren au
h als Pro-gnosen der Generationen bezei
hnet. F�ur die Ermittlung einer unverzerrten Pro-gnoseregel ist es erforderli
h, das Preisgesetz (4.21) explizit als Funktion von�t;t+1 und �t;t+2 zu erhalten. Dabei erkennt man aus (4.19) und (4.21), dass diePrognosen auss
hlie�li
h �uber die Terme �(j)t = �(j)(�(j)t ;�(j)), j = 1; 2, in diePreisbildung eingehen. Somit ist es ausrei
hend, die Form dieser Abbildungenexplizit zu bes
hreiben. F�ur j = 1 gilt dabei, wie oben bereits angespro
hen, dieIdentit�at bzgl. �(1)t , d.h.�(1)t = �(1)(�(1)t ;�(1)) := �t;t+1: (4.27)De�niert man analog zu den Abs
hnitten 3:3 und 3:4 die folgenden Parameter-matrizen, die si
h aus den Eintr�agen der subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrixaus (4.25) sowie der si
heren Rendite R ergebenA1 := �RIK � �21��111 � 2 RK�K�2 := �22 � �21��111 �>21 2 MKC := A>1 ��12 2 RK�K; (4.28)so erh�alt man mit Satz 2.1 und Glei
hung (3.47) f�ur j = 2:�(2)t = �(2)(�(2)t ;�(2)) := �t;t+1 +�(2)C(�t;t+2 � R�t;t+1): (4.29)Hierbei ergibt si
h die Matrix �(2) 2 MK gem�a� (4.1) auss
hlie�li
h aus derVarianz-Kovarianz-Matrix �(2).34 Man beoba
htet, dass der Parameter �(2)t einelineare Kombination der Prognosen f�ur t + 1 und t + 2 ist und die Matrix Caus (4.28) mit der Annahme �(2) 2 M(R)2K das Produkt zweier ni
htsingul�arerMatrizen und damit ebenfalls ni
htsingul�ar ist.34 Unter Verwendung der Parameterde�nitionen (4.28) l�asst si
h zeigen, dass gilt: �(2) =�(2)(�(2)) := ���111 +A>1 ��12 A1��1, vgl. dazu (3.46).



4.2 Homogene Unverzerrte Erwartungen 91Dur
h Einsetzen von (4.27) und (4.29) in (4.21) erh�alt man das Preisgesetz imdreiperiodigen CAPM unter homogenen Erwartungen und konstanten Varianz-Kovarianz-Matrizen explizit als Funktion der Prognosen �t;t+1; �t;t+2:pt = S(�t;t+1; �t;t+2; �t):= 1R��t;t+1 + �R�C(�t;t+2 �R�t;t+1)� �(�x� �t)�: (4.30)Die Matrix � aus (4.20) ergibt si
h dabei f�ur den vorliegenden Spezialfall als� = R� �R�(1)�1 +�(2)�1��1.Gegeben das Preisgesetz (4.30) erfordern unverzerrte Erwartungen, dass in jederPeriode t 2 N die Prognose �t�1;t aus t � 1 bzgl. der Preise pt mit dem wahrenbedingten Erwartungswert �ubereinstimmt, d.h.35�t�1;t != Et�1[pt℄= 1R��t;t+1 + �R�C(�t;t+2 �R�t;t+1)� �(�x� Et�1 [�t℄)�: (4.31)Um eine Vorhersageregel der Form (4.10) zu �nden, die die Bedingung (4.31) injeder Periode t 2 N erf�ullt, gen�ugt es wegen (4.14), eine sol
he f�ur die jungeGeneration zu formulieren. Dabei soll si
h die Betra
htung im Rahmen dieserArbeit auf die Klasse der ni
ht-aufdatierenden Prognoseregeln bes
hr�anken, diesi
h dur
h besondere Einfa
hheit auszei
hnet (vgl. Wenzelburger (2001b)). Diesbedeutet, dass die Investoren in jeder Periode t die Prognose �t�1;t+1 aus derVorperiode bzgl. der Preise pt+1 beibehalten. F�ur jedes t 2 N gilt somit diefolgende Ni
ht-Aufdatierungs-Bedingung :�t;t+1 = �t�1;t+1 8t 2 N: (4.32)35 In diesem Zusammenhang sei daran erinnert, dass die in Periode t gebildeten ErwartungenFt�1-messbar sind.



4.2 Homogene Unverzerrte Erwartungen 92Die Idee einer unverzerrten, ni
ht-aufdatierenden Prognoseregel ist nun, dass injeder Periode t 2 N die jeweils junge Generation die Prognose �t�1;t+1 aus derVorperiode gem�a� (4.32) beibeh�alt und ihre neue Vorhersage �t;t+2 so w�ahlt,dass die Bedingung (4.31) f�ur die alte Prognose �t�1;t erf�ullt ist. Dur
h Au
�osenvon (4.31) na
h �t;t+2 und Ausnutzung der Ni
ht-Aufdatierungs-Bedingung (4.32)ergibt si
h die unverzerrte, ni
ht-aufdatierende Prognoseregel explizit als�t;t+2 =  ?(�t�1;t; �t�1;t+1;Et�1 [�t℄) (4.33):= R�t�1;t+1 + R�C�1h�x�Et�1 [�t℄� ��1(�t�1;t+1 � R�t�1;t)i:Man erkennt, dass  ? eine lineare Funktion der vorherigen Prognose �(2)t�1 sowie derbedingten Erwartung Et�1 [�t℄ der Noise-Traders-Transaktion ist. Insbesondereist die unverzerrte Prognoseregel damit unabh�angig von vergangenen Preisen. DieBedingung (4.31) ist somit f�ur alle Perioden t 2 N erf�ullt, wenn die jeweils jungenInvestoren ihre Prognose gem�a� den Glei
hungen (4.32) und (4.33) bestimmen,d.h. wenn gilt:�(2)t = (�t�1;t+1;  ?(�t�1;t; �t�1;t+1;Et�1 [�t℄)) 8t 2 N:Aus (4.33) ergibt si
h, dass die Anwendung der unverzerrten Prognoseregel nebender Kenntnis der Prognose �(2)t�1 aus der Vorperiode sowie der Marktgegebenhei-ten (Aktienbestand, aggregierte Risikotoleranz) insbesondere erfordert, dass derbedingte Erwartungswert Et�1 [�t℄ der Noise-Trader-Transaktion bekannt ist. Un-ter dieser Voraussetzung besitzen die Investoren alle notwendigen Informationen,um im Mittel korrekte Preiserwartungen zu halten.Da die unverzerrte Prognoseregel (4.33) unabh�angig von vergangenen Preisen ist,verl�auft die Erwartungsbildung bei unverzerrten Erwartungen unabh�angig vonder Entwi
klung der Preise. Dur
h Einsetzen von (4.33) in die Preisglei
hung



4.2 Homogene Unverzerrte Erwartungen 93(4.30) und Ausnutzung von (4.32) ergibt si
h das Preisgesetz unter unverzerrtenErwartungen als:pt = S(�t�1;t+1;  ?(�t�1;t; �t�1;t+1;Et�1 [�t℄)); �t) (4.34)= �t�1;t + 1R� (�t � Et�1 [�t℄) :Man erkennt, dass die Preise in jeder Periode t von der Prognose �t�1;t aus derVorperiode sowie einem additiven St�orterm, der si
h dur
h die Abwei
hung derSt�orung �t von ihrem bedingten Erwartungswert Et�1 [�t℄ ergibt, bestimmt wer-den. F�ur den Fall, dass die Realisation der St�orung mit ihrem bedingten Erwar-tungswert zusammenf�allt, stimmt die Preisprognose mit der tats�a
hli
hen Reali-sation �uberein.Das aggregierte Aktien-Portefeuille x(j)t der Generationen j = 1; 2 na
h dem Han-del in Periode t ergibt si
h im vorliegenden Fall mit (4.16) f�ur die ni
ht-jungeGeneration j = 1 alsx(1)t := IXi=1 '(i1)(�t;t+1; pt) (4.35)= ��(1)�1(�t;t+1 �Rpt):und f�ur die in t junge Generation j = 2 aus der Marktr�aumungsbedingung alsx(2)t := IXi=1 '(i2)(�t;t+1;  ? (�t�1;t; �t;t+1;Et�1 [�t℄) ; pt) (4.36)= �x� �t � x(1)t :Aus (4.35) und (4.36) ersieht man, dass die Generationen j = 1; 2 au
h im vorlie-genden Spezialfall homogener, unverzerrter Erwartungen in der Regel strukturellunters
hiedli
he Portefeuilles halten werden. Diese Heterogenit�at ist wieder alleinauf die unters
hiedli
hen Planungshorizonte zur�u
kzuf�uhren. Das realisierte Ak-tienportefeuille x(ij)t eines einzelnen Investors (i; j) 2 I ergibt si
h gem�a� Lemma4.1 als konstanter Anteil �(i) am Portefeuille seiner Generation.



4.3 Dynamik der Preise bei unverzerrten Erwartungen 944.3 Dynamik der Preise bei unverzerrten ErwartungenMit der unverzerrten, ni
ht-aufdatierenden Prognoseregel (4.33) und dem Preis-bildungsgesetz (4.34) ergibt si
h das folgende zuf�allige dynamis
he System, das dieEntwi
klung der Preise und Erwartungen im dreiperiodigen CAPM unter homo-genen unverzerrten Erwartungen bei konstanten zweiten Momenten bes
hreibt:8>>><>>>: pt = �t�1;t + 1R� (�t � Et�1 [�t℄)�t;t+1 = �t�1;t+1�t;t+2 = R�t�1;t+1 + R�C�1h�x� Et�1 [�t℄� ��1(�t�1;t+1 � R�t�1;t)i:(4.37)Das System (4.37) liefert eine explizite Bes
hreibung der Dynamik der Preise ptund der unverzerrten Prognosen �(2)t = (�>t;t+1; �>t;t+2)> der jeweils jungen Ge-neration unter dem sto
hastis
hen Ein
uss der St�orungen �t bzw. des beding-ten Erwartungswertes Et�1 [�t℄. Dabei verl�auft die Dynamik des Prognoseprozes-ses f�(2)t gt2N, wie oben bereits erw�ahnt, unabh�angig von der Entwi
klung desPreisprozesses fptgt2N. Diese Eigens
haft ergibt si
h aus der speziellen Form derunverzerrten Prognoseregel (4.33), die unabh�angig von vergangenen Preisen ist.Die qualitativen Eigens
haften des Prognoseprozesses werden insbesondere vondem induzierten Prozess fEt�1 [�t℄gt2N der bedingten Erwartung der Noise-Trader-Transaktionen bestimmt. F�ur den Spezialfall, dass der St�orprozess f�tgt2N einemi.i.d.-Prozess folgt, gilt f�ur den bedingten Erwartungswert Et�1 [�t℄ = E [�t℄ =: ��8t 2 N. In diesem Fall ist der induzierte Prozess der bedingten Erwartungendeterministis
h und die Dynamik der Prognosen f�(2)t gt2N wird dur
h ein de-terministis
hes dynamis
hes System bes
hrieben. Im Gegensatz dazu wird derPreisprozess fptgt2N au
h in diesem Fall sto
hastis
h sein, da er der St�orungdur
h den Prozess f�tgt2N unterworfen ist.Um Aussagen tre�en zu k�onnen, ob das zuf�allige dynamis
he System (4.37) lang-fristig stabil im Sinne der Theorie der zuf�alligen dynamis
hen Systeme ist, gen�ugt



4.3 Dynamik der Preise bei unverzerrten Erwartungen 95es, den Prozess f�(2)t gt2N der Erwartungen der jungen Generation zu betra
hten.De�niert man die KoeÆzientenmatrizen�(0) := 0� 0R�C�1�x 1A 2 R2KĈ := R� [�C℄�1 2 RK�K�(1) := 24 0 IKRĈ RIK � Ĉ 35 2 R2K�2K (4.38)�(2) := 24 0 00 �R�C�1 35 2 R2K�2Kund setzt wieder �(2)t = (�>t;t+1; �>t;t+2)> sowie �t := (0>;Et�1 [�t℄>)>, so erh�altman den Erwartungsprozess als aÆn-lineare Di�erenzenglei
hung mit additiverSt�orung der folgenden Form:�(2)t = �(0) + �(1)�(2)t�1 + �(2)�t: (4.39)Das langfristige Verhalten des Systems (4.39) wird im stabilen Fall dur
h einensogenannten sto
hastis
hen Fixpunkt bestimmt. Dieser wird { falls er existiert {dur
h einen station�aren sto
hastis
hen Prozess f�?tgt2N auf dem Wahrs
heinli
h-keitsraum (
;F ;P) bes
hrieben und bildet das Analogon zu einem (asymptotis
hstabilen) deterministis
hen Fixpunkt. Globale asymptotis
he Stabilit�at des sto-
hastis
hen Fixpunktes bedeutet, dass f�ur eine beliebige aber feste Realisationdes St�orprozesses f�tgt2N die Pfade des mit (4.39) de�nierten Prognoseprozessesf�(2)t gt2N f�ur jeden beliebigen Startwert gegen den Pfad des Fixpunktes konver-gieren.3636 Im Rahmen dieser Diplomarbeit soll auf eine weitergehende formale Darstellung der Theorieder zuf�alligen dynamis
hen System verzi
htet werden und nur eine intuitive Begr�undunggeliefert werden. Die zugrunde liegende Theorie wird in Arnold (1998) dargestellt, in B�ohm& Chiarella (2000) und Wenzelburger (2001a) �nden si
h zusammenfassende Darstellungen.



4.3 Dynamik der Preise bei unverzerrten Erwartungen 96Im vorliegenden Fall, bei dem das dynamis
he System aÆn-linear und die St�orungadditiv ist, ist die Stabilit�at des sto
hastis
hen Fixpunktes �aquivalent zur dyna-mis
hen Stabilit�at der zugrunde liegenden Di�erenzenglei
hung. Die folgende Satzde�niert die Voraussetzungen, unter denen diese Bedingung erf�ullt ist.37Satz 4.1 Es sei die Annahme 2.5 bzgl. des St�orprozesses f�tgt2N erf�ullt und alleEigenwerte der KoeÆzientenmatrix �(1) 2 R2K�2K aus (4.38) seien betragsm�a�igkleiner als eins, d.h. �(�) := det(�(1) � �I2K) 6= 0 8� 2 C mit j�j � 1. Dann be-sitzt der mit Glei
hung (4.39) de�nierte Erwartungsprozess einen sto
hastis
henFixpunkt f�?tgt2N, der global asymptotis
h stabil ist.Beweis: Arnold (1998), Korollar 5:6:6.Aus der De�nition der Matrix �(1) in (4.38) ersieht man, dass die Stabilit�at ins-besondere dur
h die Eintr�age der subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrix (4.25)und die si
here Rendite R > 0 bestimmt werden. Dieses Resultat s
hr�ankt dieKlasse der zul�assigen Varianz-Kovarianz-Matrizen unter homogenen unverzerrtenErwartungen weiter ein.Unterstellt man, dass die Stabilit�atsbedingung aus Satz (4.1) erf�ullt ist, so wirddas langfristige Verhalten des Systems (4.37) dur
h einen station�aren sto
hasti-s
hen Prozess mit konstanten unbedingten Momenten bes
hrieben. Dabei erlaubtes die in Annahme 2.5 geforderte Ergodizit�at des St�orprozesses f�tgt2N, die ausden Realisationen der Preise bzw. der Prognosen ermittelten empiris
hen Momen-te als S
h�atzer f�ur die Momente des sto
hastis
hen Fixpunktes zu verwenden.Im folgenden Abs
hnitt werden numeris
he Simulationen des Systems (4.37) f�urden Spezialfall, bei dem ein einziges riskantes Wertpapier existiert, betra
htet. Da-bei werden explizite Bedingungen an die Eintr�age der Varianz-Kovarianz-Matrix(4.25) formuliert, unter denen die Stabilit�atsbedingung aus Satz (4.1) erf�ullt ist.37 Der folgende Satz folgt dem Stabilit�atstheorem in Wenzelburger (2001a), Satz 5:1.



4.4 Numeris
he Simulation 974.4 Numeris
he SimulationDer folgende Abs
hnitt pr�asentiert Ergebnisse einer numeris
hen Simulation deszuf�alligen dynamis
hen Systems (4.37), die mit dem Programmpaket MACRO-DYN (B�ohm (2003)) dur
hgef�uhrt wurden. Dabei wird auss
hlie�li
h der FallK = 1 betra
htet, d.h. es existiert ein einziges riskantes Wertpapier. In diesemFall ist zu bea
hten, dass sowohl die Blo
kmatrix-Eintr�age der Varianz-Kovarianz-Matrix �(2) 2 M(R)2 aus (4.25) als au
h die mit (4.28) de�nierten ParameterSkalare sind. Um dies kenntli
h zu ma
hen, werden im Folgenden Kleinbu
h-staben zur Notation verwendet so dass die Varianz-Kovarianz-Matrix aus (4.25)ges
hrieben wird als�(2) = 24 �11 �12�21 �22 35 2 M2; �21 = �12 (4.40)und die mit (4.28) de�nierten Parameter alsa1 = R� �21�11�2 = �22 � �221�11 : (4.41)Die Matrix �(1) aus (4.39) ergibt si
h in diesem Fall als�(1) = 24 0 1R
̂ R � 
̂ 35wobei der Parameter 
̂ unter Verwendung von (4.41) analog zu (4.38) wie folgtde�niert ist:
̂ := (1 +R)�2R�11 � �12 + a1= (1 +R)(�22�11 � �212) + (R�11 � �12)2)(R�11 � �12)�11



4.4 Numeris
he Simulation 98Die Eigenwerte der Matrix �(1) erh�alt man im vorliegenden Fall explizit als �1 = Rund �2 = �
̂. Somit ergibt si
h aus Satz 4.1 f�ur den Fall K = 1 das folgendeKorollar:Korollar 4.1 F�ur K = 1 besitzt der mit (4.39) de�nierte Erwartungsprozessgenau dann einen (global) asymptotis
h stabilen sto
hastis
hen Fixpunkt, falls:(1) R < 1(2) j
̂j = ��� (1+R)(�22�11��212)+(R�11��12)2(R�11��12)�11 ��� < 1.Die Bedingung (1) in Korollar 4.1 entspri
ht der Stabilit�atsbedingung in B�ohm& Chiarella (2000) f�ur den Fall homogener unverzerrter Erwartungen.38 Aus derBedingung (2) ersieht man, dass im mehrperiodigen Fall zus�atzli
he Annahmenan die subjektiven Varianz-Kovarianz-Eins
h�atzungen der Investoren erforderli
hsind, um die Stabilit�at des Systems (4.37) unter homogenen unverzerrten Erwar-tungen si
herzustellen.Man erkennt weiter, dass das Vorzei
hen von 
̂ auss
hlie�li
h von dem Vorzei
hendes Parameters a1 = R � �12�11 aus (4.41) bestimmt wird. Wegen der Annahme�(2) 2 M(R)2 gilt a1 6= 0 und weiter 
̂ > 0 , a1 > 0. Die Bedingung (2) inKorollar 4.1 kann daher ges
hrieben werden als:(1+R)(�22�11��212)+(R�11��12)2(R�11��12)�11 < 1 falls R > �12�11(1+R)(�22�11��212)+(R�11��12)2(R�11��12)�11 > �1 falls R < �12�11 : (4.42)Um in den folgenden Simulationen die Stabilit�at des Systems (4.37) zu gew�ahr-leisten, ist es gem�a� Korollar 4.1 (1) erforderli
h, die si
here Rendite R kleinerals eins zu w�ahlen. Dies ers
heint auf den ersten Bli
k unrealistis
h, jedo
h ist38 Vgl. B�ohm & Chiarella (2000), Theorem 3:2



4.4 Numeris
he Simulation 99zu bea
hten, dass es si
h hierbei um eine reale Verzinsung handelt. Denno
h er-s
heinen zu kleine Werte f�ur R unrealistis
h, daher wurde f�ur die Simulationenanalog zu B�ohm & Chiarella (2000) R = 0:99 gesetzt.39Um unter dieser Annahme si
herzustellen, dass au
h die Bedingung (2) in Ko-rollar 4.1 erf�ullt ist, ist es erforderli
h, den Parameter �22 klein im Verh�altnis zu�11 zu w�ahlen.40 F�ur die Eintr�age der Varianz-Kovarianz-Matrix aus (4.40) wurdedaher �11 = 5, �22 = 1:875 sowie �12 = 2:5 gesetzt. Man bea
hte, dass die Matrix�(2) unter diesen Annahmen positiv de�nit ist.F�ur den Prozess f�tgt2N, der die Portefeuilles der Noise-Traders bes
hreibt, wurdeim Rahmen der Simulationen ein AR(1)-Prozess der Form�t = 
(0) + 
(1)�t�1 + 
(2)"t (4.43)unterstellt. Der Innovationsprozess f"tgt2N besteht dabei aus unkorrelierten, stan-dardnormalverteilten Zufallsvariablen, so dass E ["t℄ = 0, V ["t℄ = 1 f�ur alle t 2 Nsowie E ["t"s℄ = 0, t 6= s. Die Parameter 
(h), h = 0; 1; 2 wurden vor dem Hinter-grund eines Aktienbestandes �x = 100 so gew�ahlt, dass die Aktienportefeuilles derNoise-Traders positive Werte zwis
hen 0 und 100 annehmen. Insbesondere wirddur
h die Annahme j
(1)j < 1 si
hergestellt, dass dur
h (4.43) ein station�arersto
hastis
her Prozess mit konstanten (unbedingten) Momenten de�niert wird.Alle Parameter, die in der Simulation verwendet wurden, sind in der folgendenTabelle zusammengefasst:39 Mit Bezug auf die Resultate in B�ohm & Wenzelburger (2002) ist zu ho�en, dass die Be-dingung R < 1 gelo
kert werden kann, wenn man den Fall heterogener Erwartungen undeine hinrei
hend gro�e Anzahl von Investoren auf dem Markt zul�asst, die keine unverzerrtenErwartungen halten, z.B. sog. Chartisten.40 Unter der Annahme konstanter Varianz-Kovarianz-Matrizen ers
heint es si
herli
h sinnvoll,�22 = �11 zu setzen, so dass die Investoren eine im Zeitablauf konstante Varianz des Preispro-zesses unterstellen. Dies f�uhrt im vorliegenden Fall jedo
h zur Instabilit�at des Systems.
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he Simulation 100Parameter Wert Bez. im Programm Bes
hreibung� 50 alpha Aggr. Risikotoleranz�11 5 sigma 11 Varianz pt+1�22 1.875 sigma 22 Varianz pt+2�12 2.5 sigma 12 Kovarianz pt+1, pt+2
(0) 5 gamma 0 AR-Parameter
(1) 0.9 gamma 1 AR-Parameter
(2) 2.5 gamma 2 AR-ParameterR 0.99 R Risikolose Rendite�x 100 x all Anzahl Aktienp0 60 p 0 Startwert f. PreisDie folgende Abbildung 3 zeigt zun�a
hst einen Zeitreihenauss
hnitt des St�orpro-zesses f�tgt2N, der die realisierten Portefeuilles der Noise-Traders bes
hreibt:
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tAbbildung 3: Zeitreihenauss
hnitt der Portefeuilles der Noise-Traders



4.4 Numeris
he Simulation 101Gegeben die obige Realisation der Portefeuilles der Noise-Traders illustriert Ab-bildung 4 das Konzept eines sto
hastis
hen Fixpunktes. Dazu werden drei ver-s
hiedene Startwerte �10 = 50, �20 = 60 und �30 = 70 des Prognoseprozessesf�t�1;tgt2N betra
htet. Man erkennt, dass unabh�angig von den Startbedingun-gen jeder der drei Zeitreihen f�it�1;tgt2N, i = 1; 2; 3, innerhalb der ersten 500Iterationen gegen denselben Pfad konvergiert.
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tAbbildung 4: Konvergenz der Erwartungen f�ur alternative Startwerte.Die folgenden Abbildungen 5 und 6 illustrieren die Dynamik des induziertenPreisprozesses. In Abbildung 5 ist ein Zeitreihenauss
hnitt dargestellt, in Ab-bildung 6 die zugeh�orige empiris
he H�au�gkeitsverteilung. Letzterer liegt eineIterationstiefe von T = 106 zu Grunde. Die zugeh�origen empiris
hen Momentesind in der Tabelle darunter zusammengefasst.Man erkennt, dass die Preise f�ur die betra
htete Realisation des St�orprozessesstrikt positiv sind und Werte in dem Intervall [60; 70℄ annehmen. Bemerkenswertist, dass die Volatilit�at des Preisprozesses �uber die Zeit ni
ht konstant zu seins
heint, sondern in man
hen Abs
hnitten (t 2 [800; 840℄, t 2 [920; 1000℄) syste-matis
h gr�o�er zu sein s
heint als in anderen (t 2 [840; 870℄ ,t 2 [890; 910℄). Dieses



4.4 Numeris
he Simulation 102Ph�anomen ist interessanterweise au
h bei empiris
hen Finanzmarktzeitreihen zubeoba
hten und wird als sog. Volatility Clustering bezei
hnet.
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tAbbildung 5: Zeitreihenauss
hnitt des Preisprozesses
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ements pttAbbildung 6: Empiris
he H�au�gkeitsverteilung der Preise
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4.4 Numeris
he Simulation 103Die folgenden Abbildungen 7�9 bes
hreiben die zeitli
he Entwi
klung der Porte-feuilles der Generationen j = 1; 2 und der Noise-Traders. Man erkennt zun�a
hst,dass unters
hiedli
he Planungshorizonte im vorliegenden Fall tats�a
hli
h die Bil-dung unters
hiedli
her Portefeuilles bewirken. Dabei ist au��allig, dass die ni
ht-jungen Investoren dur
hg�angig weniger Aktien halten als die jungen Investo-ren. Weiter erkennt man, dass die S
hwankungen in den Portefeuilles der Noise-Traders stets dur
h eine entspre
hende Gegenbewegung in den Portefeuilles derjungen Investoren quasi 'aufgefangen' werden. Dabei s
heinen die Portefeuillesder jungen Investoren jedo
h st�arker zu s
hwanken als die der Noise-Traders.Weiter ist au
h hier das Ph�anomen einer im Zeitablauf variierenden Streuung derZeitreihen zu beoba
hten. Dies gilt insbesondere f�ur die Portefeuilles der Gene-ration j = 1.
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tAbbildung 7: Zeitreihenauss
hnitt der Portefeuilles der H�andlergruppen
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tAbbildung 8: Zeitreihenauss
hnitt der Portefeuilles der jungen Generation
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tAbbildung 9: Zeitreihenauss
hnitt der Portefeuilles der ni
ht-jungen GenerationDa in der Literatur h�au�g ni
ht die Aktienpreise direkt, sondern die entspre
hen-den Renditen betra
htet werden, ist abs
hlie�end ein Zeitreihenauss
hnitt desinduzierten Rendite-Prozesses frtgt2N mit rt := pt�pt�1pt�1 dargestellt. Au
h hier istdas Ph�anomen einer im Zeitablauf s
hwankenden Volatilit�at deutli
h zu erkennen.
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tAbbildung 10: Zeitreihenauss
hnitt des Renditeprozesses4.5 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde die Preisbildung und -dynamik unter den Annahmen desmehrperiodigen CAPM untersu
ht. Es wurde gezeigt, dass die Preisbildung eineidentis
he Struktur aufweist wie im Fall mit einperiodig planenden Investoren undheterogenen Erwartungen (Wenzelburger (2001a)). Weiter ergab si
h, dass dieunters
hiedli
hen Planungshorizonte der Generationen au
h unter der Annahmehomogener Erwartungen zur Bildung strukturell unters
hiedli
her Portefeuillesf�uhren. Innerhalb einer Generation h�alt jeder Investor einen konstanten Anteilam Generationenportefeuille, der dur
h seine individuelle Risikoeinstellung be-stimmt wird. F�ur das dreiperiodige CAPM wurde weiter eine ni
ht-aufdatierendePrognoseregel formuliert, die unter homogenen Erwartungen unverzerrte Preis-prognosen generiert. Dabei wird die Stabilit�at der Preise und Prognosen unterhomogenen unverzerrten Erwartungen neben der risikolosen Rendite insbesonde-re von den subjektiven Varianz-Kovarianz-Matrizen der Investoren bestimmt.



5 S
hlussbetra
htungIn der vorliegenden Diplomarbeit wurde ein sequentielles Finanzmarktmodell miteiner endli
hen Anzahl beliebig heterogener Investoren und einer explizit de�nier-ten Preis- und Erwartungsbildung vorgestellt. Die mehrperiodige OLG-Strukturdes Modells f�uhrt dabei f�ur jeden Markteilnehmer in jeder Handelsperiode aufein mehrperiodiges Portefeuilleents
heidungsproblem, dessen Formulierung undL�osung sowohl unter allgemeinen als au
h den speziellen Annahmen des CAPMbetra
htet wurde. F�ur beide F�alle wurden Bedingungen an die subjektiven Erwar-tungen und Pr�aferenzen der Investoren formuliert, unter denen das mehrperiodigeEnts
heidungsproblem zu einer wohlde�nierten Na
hfrage na
h Wertpapieren inder Ents
heidungsperiode f�uhrt.Als bemerkenswertes Resultat ergab si
h dabei, dass unter den Annahmen desCAPM die Na
hfrage eines mehrperiodig planenden Investors strukturell der einesmyopis
h handelnden Investors entspri
ht. Somit kann das Na
hfrageverhalteneines Investors mit mehrperiodigem Planungszeitraum innerhalb des hier vorge-stellten CAPM-Rahmens immer als Resultat eines myopis
h handelnden Investorsmit entspre
henden Erwartungen und Pr�aferenzen dargestellt werden.Aufbauend auf der L�osung des individuellen mehrperiodigen Ents
heidungspro-blems wurde die Form des �okonomis
hen Preisbildungsgesetzes untersu
ht, das injeder Periode aus den individuellen Na
hfragen die marktr�aumenden Preise ex-plizit bestimmt. Als unmittelbare Konsequenz des oben bes
hrieben Resultatesweist die Preisbildung im mehrperiodigen CAPM dabei eine identis
he Struktur



5 S
hlussbetra
htung 107auf wie im Fall mit einperiodig planenden Investoren und heterogenen Erwartun-gen (Wenzelburger (2001a)). Im mehrperiodigen Fall ergibt si
h die Heterogenit�atdabei { neben m�ogli
herweise unters
hiedli
hen Erwartungen { zus�atzli
h dur
hdie unters
hiedli
hen Planungshorizonte der Investoren. In diesem Zusammen-hang wurde gezeigt, dass die Generationen im mehrperiodigen CAPM au
h unterder Annahme homogener Erwartungen in der Regel strukturell unters
hiedli
hePortefeuilles halten werden. Die Annahme einer mehrperiodigen OLG-Bev�olke-rung induziert somit eine heterogene Portfeuillestruktur, die allein auf die unter-s
hiedli
hen Planungshorizonte der Investoren zur�u
kzuf�uhren ist.In einem letzten S
hritt wurde die Dynamik der Preise untersu
ht, die dur
hAufdatierung der subjektiven Erwartungen mittels zeitinvarianter Prognosere-geln entsteht. Es wurde gezeigt, dass die Interaktion der individuell verwendetenPrognoseregeln mit dem �okonomis
hen Preisbildungsgesetz ein zuf�alliges dyna-mis
hes System im Sinne von Arnold (1998) de�niert. Dieses liefert eine expliziteBes
hreibung der Dynamik der Preise und Erwartungen in dem Modell.Speziell wurde im Rahmen des dreiperiodigen CAPM die Existenz einer explizitde�nierten, ni
ht-aufdatierenden Prognoseregel gezeigt, die bei homogenen Er-wartungen aller Marktteilnehmer unverzerrte Preisprognosen generiert. Im stabi-len Fall wird das langfristige Verhalten der Preise, Erwartungen und Portefeuillesunter homogenen unverzerrten Erwartungen dur
h einen station�aren sto
hasti-s
hen Prozess, einen sogenannten sto
hastis
hen Fixpunkt, bes
hrieben. Die Sta-bilit�at dieses Fixpunktes wird dabei von der risikolosen Rendite und den subjek-tiven Varianz-Kovarianz-Matrizen der Investoren bestimmt.�Uber die Betra
htungen dieser Arbeit hinaus sind Erweiterungen sowohl inner-halb des vorgestellten Modellrahmens als au
h dar�uber hinaus vorstellbar. So istzun�a
hst daran zu denken, die Untersu
hung der Preisbildung und -dynamik im



5 S
hlussbetra
htung 108mehrperiodigen CAPM auszuweiten. Diesbez�ugli
h bes
hr�ankte si
h die Betra
h-tung im Rahmen dieser Arbeit weitestgehend auf den einfa
hsten Fall, bei demalle Generationen homogene, unverzerrte Erwartungen halten. Als zus�atzli
heEins
hr�ankung wurde bei der numeris
hen Simulation unterstellt, dass ein einzi-ges riskantes Wertpapier existiert. Hier ers
heint es sinnvoll, die Betra
htung aufden Fall mehrerer Aktien und mehr als zwei Ents
heidungsperioden zu erweitern.Des Weiteren ist denkbar, au
h den Fall heterogener Erwartungen zuzulassen, beidem ni
ht alle Investoren unverzerrte Prognosen bilden.Weiter w�are es interessant, die Auswirkungen unters
hiedli
h langer Planungs-zeitr�aume unter der Fragestellung zu untersu
hen, ob ein mehrperiodig planenderInvestor langfristig h�ohere Portefeuilleertr�age bzw. Renditen erzielt als ein Anle-ger, der si
h in jeder Handelsperiode myopis
h verh�alt.Langfristig ist daran zu denken, die Marktr�aumungsannahme zu modi�zieren undden Preisbildungsme
hanismus an in der Praxis vorherrs
hende Handelsformenanzuglei
hen. In diesem Zusammenhang kann der Preisme
hanismus der elektro-nis
hen Handelsplattform XETRA als Referenz dienen (vgl. dazu Deuts
he B�orseAG (2002)). Allerdings ist dabei zu bea
hten, dass dies eine Neuformulierungdes Modells und insbesondere des individuellen Ents
heidungsproblems na
h si
hzieht, da in diesem Fall die Aktien ni
ht simultan gehandelt werden. Es ist jedo
hzu ho�en, dass die in dieser Arbeit erhaltenen Resultate dabei Verwendung �ndenk�onnen.
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A Anhang 1
A.1 Beweis von Lemma 2.1F�ur jedes k 2 f1; : : : ; jg bezei
hne �k : Qjt=1 S �! S die k-te Projektionsabbil-dung de�niert als �k(s1; : : : ; sk; : : : ; sj) = sk. Weiter wird mit �1;k : Qjt=1 S �!Qkt=1 S, �1;k(s1; : : : ; sk; : : : ; sj) = (s1; : : : ; sk) die Projektion des ProduktraumesSj =Qjt=1 S auf seine ersten k Komponenten bezei
hnet.Im Rahmen des Beweises wird das folgende Faktorisierungslemma verwendet(zum Beweis s. G�anssler & Stute (1977), S.198, Satz 5.3.21 und Arnold (1998),Satz 1.4.3):Lemma A.1 Es sei (
1;A1) ein messbarer Raum und es sei (
2;B(
2)) einpolnis
her Raum ausgestattet mit der Borel's
hen �-Algebra. Dann existiert ein�Ubergangskern Q(2) : 
1 �B(
2) �! [0; 1℄ so dass si
h jedes W.-Ma� P auf demProduktraum (
1 � 
2;A1 
 B(
2)) f�ur jedes A 2 A1
B(
2) s
hreiben l�asst als:P(A) = (P1 �Q(2))(A) := Z
1 Z
2 1A(!1; !2)Q(2)(!1; d!2)P1(d!1): (A.1)Dabei wird das Ma� P1 auf (
1;A1) von der Projektionsabbildung �1 : 
1�
2 �!
1, �1(!1; !2) = !1 induziert. Die Zerlegung ist P-fast si
her eindeutig.Um diesen Satz anwenden zu k�onnen, zeigt man zun�a
hst, dass der SignalraumS = P � D ein polnis
her Raum ist. Der euklidis
he Raum RK+1 ist na
h Bau-er (1992), S. 179, Beispiel 1, stets polnis
h, somit sind P = RK+1++ � RK+1



A.2 Beweis von Lemma 2.2 113und D = RK+1+ � RK+1 als o�ene (Bauer (1992), S.179, Beispiel 2) bzw. abge-s
hlossene (Bauer (1992), S.179, Beispiel 3) Unterr�aume eines polnis
hen Rau-mes ebenfalls polnis
h und damit au
h ihr Produkt S = P � D (Bauer (1992),S.179, Beispiel 4). Die Vorraussetzungen des Satzes sind somit f�ur den Signalraum(S;B(S)) erf�ullt.Setzt man in einem ersten S
hritt 
1 = Qj�1t=1 S, 
2 = S, so erh�alt man mitLemma A.1 eine Faktorisierung der Form � = �(j�1)�Q(j) wobei die Randvertei-lung �(j�1) auf (Sj�1;B(Sj�1)) dur
h die Projektion �1;j�1 : Qjt=1 S �! Qj�1t=1 Sinduziert wird. F�ur jedes B 2 B(Sj) gilt somit die Zerlegung�(B) = (�(j�1) �Q(j))(B):= ZSj�1 ZS 1B(sj�11 ; sj)Q(j)(sj�11 ; dsj)�(j�1)(dsj�11 ):Setzt man in einem weiteren S
hritt 
1 = Qj�2t=1 S, 
2 = S und zerlegt das Ma��(j�1) unter erneuter Anwendung von Lemma A.1 in �(j�2)�Q(j�1), und verf�ahrtanalog mit �(j�2), usw., so erh�alt man s
hlie�li
h mit Q(1) � �(1) die gew�uns
hteFaktorisierung � = Q(1)�Q(2)�� � ��Q(j). Dabei wird die (Rand)-Verteilung Q(1)bez�ugli
h s1 dur
h die Projektionsabbildung �1 de�niert, d.h. f�ur jede messbareMenge B 2 B(S) gilt: Q(1)(B) := �(��11 (B)). �A.2 Beweis von Lemma 2.2Betra
hte die Funktion h := f � g. O�enbar gilt h � 0 f�ur alle x 2 X und�(fh > 0g) > 0. Aufgrund der De�nition des Integrals gilt RX hd� � 0. Angenom-men es gelte RX hd� = 0. Dies ist na
h Bauer (1992), S.81, Satz 13.2, �aquivalentzu �(fh > 0g) = 0, was einen Widerspru
h darstellt. Somit gilt RX hd� > 0 undmit der Linearit�at des Integrals RX fd� > RX gd�. �



A.3 Beweis von Lemma 3.1 114A.3 Beweis von Lemma 3.1(1) Der Beweis erfolgt dur
h vollst�andige Induktion in zwei S
hritten: Im erstenS
hritt wird die Aussage f�ur m = 2 bewiesen. Im zweiten S
hritt wird derInduktions�ubergang m� 1 �! m gezeigt.F�ur m = 2 gilt mit der De�nition aus Glei
hung (3.5):2Yi=1 g(x; 
(i); #(i);
(i)) = 2Yi=1 
(i) expn�12(x� #(i))>
(i)�1(x� #(i))o (A.2)= 
(1)
(2) expn�12 2Xi=1 (x� #(i))>
(i)�1(x� #(i))o:Unter Bea
htung der Symmetrie der Matrizen 
(i) 2 MK, i = 1; 2 und derdamit verbundenen Eigens
haft x>
(i)�1#(i) = #(i)>
(i)�1x des Skalarpro-duktes kann die Summe im Exponenten umges
hrieben werden zu:2Xi=1 (x� #(i))>
(i)�1(x� #(i))= 2Xi=1 �x>
(i)�1x� 2x>
(i)�1#(i) + #(i)>
(i)�1#(i)�= x> �
(1)�1 + 
(2)�1�x� 2x> �
(1)�1#(1) + 
(2)�1#(2)�+#(1)>
(1)�1#(1) + #(2)>
(2)�1#(2):Setzt man
 := �
(1)�1 + 
(2)�1��1# := 
 �
(1)�1#(1) + 
(2)�1#(2)�
 := Q2i=1 g(0; 
(i); #(i);
(i))g(0;#;
) ;



A.3 Beweis von Lemma 3.1 115so gilt weiter2Xi=1 (x� #(i))>
(i)�1(x� #(i))= x>
�1x� 2x>
�1# + #(1)>
(1)�1#(1) + #(2)>
(2)�1#(2) � #>
�1#= (x� #)>
�1(x� #) + #(1)>
(1)�1#(1) + #(2)>
(2)�1#(2) � #>
�1#:Einsetzen dieser Beziehung in (A.2) liefert:2Yi=1 g(x; 
(i); #(i);
(i))= 
(1)
(2) expn�12�(x� #)>
�1(x� #)� #>
�1#+#(1)>
(1)�1#(1) + #(2)>
(2)�1#(2)�o= Q2i=1 
(i) expf�12#(i)>
(i)�1#(i)gexpf�12#>
�1#g expn�12(x� #)>
�1(x� #)o= Q2i=1 g(0; 
(i); #(i);
(i))g(0;#;
 expn�12(x� #)>
�1(x� #)o= 
 expn�12(x� #)>
�1(x� #)o= g(x; 
; #;
);so dass die Behauptung mindestens f�ur m = 2 erf�ullt ist.In einem zweiten S
hritt zeigt man die Behauptung f�ur beliebiges m un-ter der Annahme, dass die Aussage f�ur m � 1 gilt. Man erh�alt unter derInduktionsannahme:mYi=1 g(x; 
(i); #(i);
(i)) = g(x; 
(m); #(m);
(m))m�1Yi=1 g(x; 
(i); #(i);
(i))= g(x; 
(m); #(m);
(m)) g(x; 
̂; #̂; 
̂) (A.3)



A.3 Beweis von Lemma 3.1 116mit 
̂ := �
(1)�1 + � � �+ 
(m�1)�1��1#̂ := 
̂ �
(1)�1#(1) + � � �+ 
(m�1)�1#(m�1)�
̂ := Qm�1i=1 g(0; 
(i); #(i);
(i))g(0; #̂; 
̂) :Na
h S
hritt 1 gilt f�ur das Produkt der beiden Gauss's
hen Funktionen in(A.3):g(x; 
(m); #(m);
(m)) g(x; 
̂; #̂; 
̂) = g(x; 
; #;
); (A.4)wobei si
h die Parameter (
; #;
) ergeben als
 := h
̂�1 + 
(m)�1i�1= �
(1)�1 + � � �+ 
(m�1)�1 + 
(m)�1��1# := 
 h
̂�1#̂+ 
(m)�1#(m)i= 
 �
(1)�1#(1) + � � �+ 
(m�1)�1#(m�1) + 
(m)�1#(m)�
 := g(0; 
(m); #(m);
(m)) g(0; 
̂; #̂; 
̂)g(0;#;
)= g(0; 
(m); #(m);
(m)) Qm�1i=1 g(0; 
(i); #(i);
(i))g(0;#;
)= Qmi=1 g(0; 
(i); #(i);
(i))g(0;#;
) :Dies beweist die Behauptung (1).(2) Das Integral einer Gauss's
hen Di
htefunktion f(x;#;
) �uber RK ist aufeins normiert (siehe Anderson (1984)), d.h. es giltZRK f(x;#;
) dx = 1:



A.3 Beweis von Lemma 3.1 117Mit dieser Eigens
haft und Glei
hung (3.6) folgt:ZRK g(x; 
; #;
) dx = 

(
) ZRK g(x; 
(
); #;
) dx= 

(
) ZRK f(x;#;
) dx| {z }=1= 

(
) :(3) Die ersten beiden Eigens
haften (E1) und (E2) ergeben si
h unmittelbaraus der De�nition (3.5) einer Gauss's
hen Funktion. Um die Eigens
haft(E3) zu zeigen, gen�ugt es, den Exponenten zu betra
hten. Es gilt unterAusnutzung der Eigens
haften (Ax)> = x>A> und (AB)�1 = B�1A�1 f�urx 2 RK und invertierbare A;B 2 RK�K:(Ax� #)>
�1 (Ax� #) = �A(x� A�1#)�>
�1 �A(x� A�1#)�= �x� A�1#�>A>
�1A �x� A�1#�= �x� A�1#�> �A�1
A�>��1 �x� A�1#� :Die Behauptung folgt damit unmittelbar dur
h Einsetzen in (3.5). �



A.4 Beweis von Lemma 3.2 118A.4 Beweis von Lemma 3.2(1) Der Preisraum RK ausgestattet mit der Borel's
hen �-Algebra B(RK) be-sitzt na
h Bauer (1992), S.179, Beispiel 1, die Eigens
haften eines polnis
henRaumes. Die Existenz einer Faktorisierung der Form (3.13) folgt damit ana-log zu dem Beweis von Lemma 2.1 aus dem Faktorisierungslemma A.1.(2),(3) Um die spezielle Form der bedingten Verteilung Q(2)(p1; �) und der Rand-verteilung Q(1) zu zeigen, wird das folgende Lemma verwendet (zum Beweissiehe Tong (1990), S.35, Theorem 3.3.4. und Anderson (1984), S.37, Theo-rem 2.5.1 und Theorem 2.4.3):Lemma A.2 F�ur n � 2 und 1 � m < n sei X = (X1; X2) eine ni
ht-singul�ar normalverteilte Zufallsvariable mit Werten in Rm�Rn�m und zu-geh�origen, entspre
hend partitionierten Momenten� := 0� �1�2 1A 2 Rn; � := 24 �11 �12�21 �22 35 2 Mn:Dann l�asst si
h die mittels Glei
hung (3.4) de�nierte gemeinsame Di
hte-funktion fn(x;�;�) wie folgt zerlegen:fn(x;�;�) = fn�m(x2;�2j1;�2)| {z }Bedingte Di
hte fm(x1;�1;�11)| {z }Randdi
htewobei �2j1 := �2 + �21��111 (x1 � �1)�2 := �22 � �21��111 �12Die bedingte Di
htefunktion fn�m(x2;�2j1;�2) de�niert die bedingte Vertei-lung der Zufallsvariablen X2 gegeben eine Realisation X1 = x1 als Normal-verteilung auf Rn�m mit Momenten (�2j1;�2).Die Randdi
hte fm(x1;�1;�11) de�niert die Randverteilung der Zufallsva-riablen X1 als Normalverteilung auf Rm mit Momenten (�1;�11).



A.5 Beweis von Lemma 3.6 119Aus der gemeinsamen Normalverteilung � 2 Prob(R2K) der Zufallsvaria-blen (p1; p2) ergibt si
h mit Lemma A.2(1) (wobei X1 = p1 und X2 = p2gesetzt wird) die bedingte Verteilung Q(2)(p1; �) der Zufallsvariablen p2 un-ter Verwendung der Parameter (3.12) als Normalverteilung auf RK mitbedingten Momenten�2j1 := �2 + �21��111 (p1 � �1)= �2 +B2p1�2 := �22 � �21��111 �12= �22 �B2�12:Weiter erh�alt man die Randverteilung Q(1) der Zufallsvariablen p1 als Nor-malverteilung auf RK mit Momenten (�1;�11) und damit die Behauptung.�A.5 Beweis von Lemma 3.6(1) Die Existenz einer Faktorisierung der Form (3.2) folgt unmittelbar mit denInduktionss
hritten aus dem Beweis von Lemma 2.1 und den �Uberlegungenaus dem Beweis von Lemma 3.2 (1).(2),(3) Um die spezielle Form der bedingten Verteilungen Q(t)(pt�11 ; �) f�ur jedest = 2; � � � ; j zu zeigen, wird die gemeinsame Normalverteilung � der Zusfalls-variablen p1; � � � ; pj in j � 1 S
hritten unter wiederholter Anwendung vonLemma A.2 faktorisiert.In einem ersten S
hritt zerlegt man die gemeinsame Verteilung � in ei-ne bedingte Verteilung Q(j)(pj�11 ; �) der Zufallsvariablen pj und eine ge-meinsame Randverteilung der Zufallsvariablen p1; � � � ; pj�1. Dazu setzt man



A.5 Beweis von Lemma 3.6 120Sj := [�j;1 � � ��j;j�1℄ und partitioniert die Momente (�;�) 2 RKj �MKjder gemeinsamen Verteilung aus (3.9) wie folgt:� = 24 �j�11 S>jSj �jj 35 ; � = 0� �j�11�j 1A :Unter Anwendung von Lemma A.2 (wobei X1 = pj�11 und X2 = pj) erh�altman die bedingte Verteilung Q(j)(pj�11 ; �) der Zufallsvariablen pj als Nor-malverteilung auf RK mit bedingten Momenten (�jjj�1;�j), die si
h unterVerwendung der mit (3.50) de�nierten Parameter ergeben als:�jjj�1 := �j + Sj ��j�11 ��1 (pj�11 � �j�11 )= �j � Bjpj�11�j := �jj � Sj ��j�11 ��1 S>j :Die Behauptung (2) ist somit f�ur t = j erf�ullt. Weiter erh�alt man aus demersten S
hritt die Randverteilung der Zufallsvariablen p1; � � � ; pj�1 als Nor-malverteilung auf RK(j�1) mit Momenten (�j�11 ;�j�11 ). Diese wird nun ineinem zweiten S
hritt unter erneuter Anwendung von Lemma A.2 in einebedingte Verteilung Q(j�1)(pj�21 ; �) der Zufallsvariablen pj�1 und eine ge-meinsame Randverteilung der Zufallsvariablen p1; : : : ; pj�2 zerlegt, usw.Als Resultat des ersten S
hrittes ergibt si
h bereits induktiv, dass f�ur belie-biges t = 1; � � � ; j � 1 die gemeinsame Randverteilung der Zufallsvariablenp1; � � � ; pt gegeben ist dur
h eine Normalverteilung auf RKt mit Momenten(�t1;�t1) 2 RKt �MKt.Um die Behauptung (2) dur
h vollst�andige Induktion zu zeigen, ermitteltman f�ur beliebiges t = 2; : : : ; j�1 aus der gemeinsamen Randverteilung derPreise p1; : : : ; pt die bedingte Verteilung Q(t)(pt�11 ; �) der Zufallsvariablen pt.



A.5 Beweis von Lemma 3.6 121Dazu setzt man wieder St := [�t;1 � � ��t;t�1℄ und partitioniert die Momente(�t1;�t1) der Randverteilung wie folgt:�t1 = 24 �t�11 S>tSt �tt 35 ; � = 0� �t�11�t 1A :Mit LemmaA.2 (setze dazuX1 = pt�11 undX2 = pt) erh�alt man die bedingteVerteilung Q(t)(pt�11 ; �) der Zufallsvariablen pt als Normalverteilung auf RKmit bedingten Momenten (�tjt�1;�t) die si
h unter Verwendung der mit(3.50) de�nierten Parameter ergeben als:�tjt�1 := �t + St ��t�11 ��1 (pt�11 � �t�11 )= �t �Btpt�11�t := �tt � St ��t�11 ��1 S>t :Die Behauptung (2) ist somit f�ur beliebiges t beweisen.Im letzten Faktorisierungss
hritt erh�alt man die Randverteilung Q(1) derZufallsvariablen p1 als Normalverteilung auf RK mit Momenten (�1;�11) 2RK �MK und damit die Behauptung (3).Man bea
hte insbesondere, dass mit Lemma 3.3 in jedem Zerlegungss
hrittsowohl die bedingte Verteilung als au
h die si
h ergebende Randverteilungni
htsingul�ar sind, d.h. die zugeh�origen Varianz-Kovarianz-Matrizen sindpositiv de�nit und symmetris
h. �



A.6 Beweis von Lemma 3.7 122A.6 Beweis von Lemma 3.7Um die Lesbarkeit des folgenden Beweises zu erlei
htern, sind an dieser Stelleno
hmals die Parameterde�nitionen aufgef�uhrt, die in der folgenden Beweisf�uhrungVerwendung �nden. Es gilt mit (3.50) und (3.56) f�ur t = 1; � � � ; j � 1:A(n)t := 8<: IK n = 0RnIK � Rn�1B(1)t+n � : : :�B(n)t+n n = 1; � � � ; j � t#(n)t := A(n)�1t �t+njt�1
(n)t := A(n)�1t �t+nA(n)�>t ; n = 0; 1; � � � ; j � t (A.5)
(n)t := 
(
(0)t+n)
�hPj�(t+n)i=0 
(i)�1t+n i�1� :Weiter gilt darauf aufbauend f�ur t = 1; � � � ; j � 1:
t := " j�tXn=1 
(n)�1t #�1#t := 
t " j�tXn=1 
(n)�1t #(n)t # (A.6)
t := Qj�tn=1 g(0; 
(n)t ; #(n)t ;
(n)t )g(0;#t;
t)sowie �t := ���1t + 
�1t ��1�t := �t ���1t �tjt�1 + 
�1t #t� (A.7)
̂t := g(0; 
t; #t;
t)g(0; 
(�t); �tjt�1;�t)g(0; �t;�t) :F�ur die folgende Beweisf�uhrung wird ein te
hnis
her Zusammenhang ausgenutzt,der in dem folgenden Lemma bes
hrieben wird:



A.6 Beweis von Lemma 3.7 123Lemma A.3 Gegeben die Parameter aus (A.5) und (A.6) gilt f�ur t = 1; � � � ; j�1:g(p; 
t; #t;
t) = j�tYn=1 g(p; 
(n)t ; #(n)t ;
(n)t )Beweis: Setzt man m = j � t, #(n) = #(n)t , 
(n) = 
(n)t sowie 
(n) = 
(n)t f�ur n =1; � � � ; j�t, so folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 3.1 (1). �Um die eigentli
he Behauptung zu zeigen, nutzt man zun�a
hst Glei
hung (3.76)und den Zusammenhangg(Rpt; 
̂t+1; �t+1;�t+1) = 
(�t+1)g(Rpt;�t+1jt;�t+1) g(Rpt; 
t+1; #t+1;
t+1)aus. Somit gilt:g(Rpt; 
̂t+1
(�t+1) ; �t+1;�t+1) = 
(�t+1)
(�t+1)g(Rpt;�t+1jt;�t+1)| {z }I g(Rpt; 
t+1; #t+1;
t+1)| {z }II :(A.8)Mit Lemma A.3 l�asst si
h der Ausdru
k II in (A.8) s
hreiben alsg(Rpt; 
t+1; #t+1;
t+1)| {z }I = j�(t+1)Yn=1 g(Rpt; 
(n)t+1; #(n)t+1;
(n)t+1): (A.9)Mit Glei
hung (A.5) und A(0)t+1 = IK gilt: #(0)t+1 = A(0)�1t+1 �t+1jt = �t+1jt und weiter
(0)t+1 = A(0)�1t+1 �t+1A(0)�>t+1 = �t+1. Darauf aufbauend ergibt si
h aus (A.5) unterVerwendung von Glei
hung (3.77):
(0)t+1 = 
(
(0)t+1)
�hPj�(t+1)i=0 
(i)�1t+1 i�1�= 
(�t+1)
�h��1t+1 +Pj�(t+1)i=1 
(i)�1t+1 i�1�= 
(�t+1)
����1t+1 + 
�1t+1��1� = 
(�t+1)
(�t+1) : (A.10)



A.6 Beweis von Lemma 3.7 124Der Ausdru
k I in (A.8) kann somit ges
hrieben werden als:
(�t+1)
(�t+1)g(Rpt;�t+1jt;�t+1) = g(Rpt; 
(0)t+1; #(0)t+1;
(0)t+1): (A.11)Einsetzen von (A.9) und (A.11) in (A.8) liefert:g(Rpt; 
̂t+1
(�t+1) ; �t+1;�t+1) = j�(t+1)Yn=0 g(Rpt; 
(n)t+1; #(n)t+1;
(n)t+1): (A.12)Aus der De�nition der Matrizen A(n)t sowie der Parameter 
(n)t in (A.5) ersiehtman die rekursiven Zusammenh�angeA(n)t = RA(n�1)t+1 �B(n)t+n; n = 1; � � � ; j � t: (A.13)und 
(n)t = 
(n�1)t+1 ; n = 1; � � � ; j � t: (A.14)Dur
h Ausnutzung dieser Beziehung sowie der Eigens
haften (E1) und (E3) ausLemma 3.1 kann (A.12) wie folgt umges
hrieben werden:41g(Rpt; 
̂t+1
(�t+1) ; �t+1;�t+1)= j�(t+1)Yn=0 g(Rpt; 
(n)t+1; #(n)t+1;
(n)t+1)(A:5)= j�(t+1)Yn=0 g �Rpt; 
(n)t+1; A(n)�1t+1 �t+n+1jt; A(n)�1t+1 �t+n+1A(n)�>t+1 �= j�tYn=1 g �Rpt; 
(n�1)t+1 ; A(n�1)�1t+1 �t+njt; A(n�1)�1t+1 �t+nA(n�1)�>t+1 �41 Die Ausnutzung der Eigens
haften (E1) und (E3) sowie obiger Glei
hungen ist in den fol-genden Umformungen dur
h entspre
hende Superskripte kenntli
h gema
ht.



A.6 Beweis von Lemma 3.7 125= j�tYn=1 g �Rpt; 
(n�1)t+1 ; A(n�1)�1t+1 �t+njt; A(n�1)�1t+1 �t+nA(n�1)�>t+1 �(E3)= j�tYn=1 g �RA(n�1)t+1 pt; 
(n�1)t+1 ; �t+njt;�t+n�(E1)= j�tYn=1 g �hRA(n�1)t+1 � B(n)t+ni pt; 
(n�1)t+1 ; �t+njt�1;�t+n�(A:13);(A:14)= j�tYn=1 g �A(n)t pt; 
(n)t ; �t+njt�1;�t+n�(E3)= j�tYn=1 g �pt; 
(n)t ; A(n)�1t �t+njt�1; A(n)�1t �t+nA(n)�>t �(A:5)= j�tYn=1 g �pt; 
(n)t ; �(n)t ;
(n)t �= g(pt; 
t; #t;
t)wobei im letzten S
hritt erneut Lemma A.3 ausgenutzt wurde. Damit ist (3.80)bewiesen. �
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